Skoro sve $to radimo u matematici temelji se, posredno ili neposredno, na pojmu skupa. Pojam skupa je intuitivho
jasan: zamisljamo ga kao kolekciju nekih objekata. Termin kolekcija ¢esto koristimo kao sinonim za pojam

skupa. Medutim, ukoliko na taj nadin posmatramo skupove, brzo nailazimo na probleme.

Berberinov paradoks: U nekom selu berberin brije sve stanovnike tog sela koji ne briju sami sebe. Postavlja se pitanje
da li berberin brije sam sebe?

P ako je odgovor ne, dakle berberin ne brije sam sebe, tada je i on jedan od stanovnika sela koji se ne briju sami, pa
mora brijati sam sebe, $to je protivureénost

P ako je odgovor da, opet dolazimo do protivurecnosti jer berberin brije iskljucivo ljude iz sela koji se ne briju sami
Paradoks laljivca: Filozof Epimenid (6 vek p.n.e.) sa Krita rekao je “Kric¢ani uvek lazu”. Da li je govorio istinu?

Druga verzija paradoksa lazljivca: Inspirisana je pricom o Pinokiju. Postavlja se pitanje Sta ée se desiti ako Pinokio
kaze “Moj nos ¢e sada porasti.”?

Greling-Nelsonov paradoks: Postoje neki pridevi koji opisuju sebe, npr. petnaestoslovni, viseslozan. . . Reéi koje ne
opisuju same sebe se zovu heterologicke. Da li je pridev "heterologicki” heterologicka reqc?

Prethodni primeri su u vezi sa Cuvenim Raselovim paradoksom:

Posmatrajmo kolekciju S definisanu sa

x € S akko x/€ x.

DaliS€S?

P ako S € S, na osnovu definicije kolekcije onda S/€ S

P ako S/€ S, opet na osnovu definicije kolekcije S zaklju¢ujemo da S €S

Zakljucak: Ovako definisanu kolekciju S ne moZzemo smatrati skupom u matematickom smislu.

Formiranje skupova

Osnovna relacija medu skupovima je relacija pripadnosti.

Skup A pripada skupu B zapisujemo sa A € B. Kazemo da je A element od B.

Skupovi se zasnivaju (definisu) aksiomatski.

(zermelo-Frenkelova (ZF) teorija skupova)

Aksioma ekstenzije

Dva skupa su jednaka ako imaju iste elmente. npr. skupovi A={2,3}iB={x € R | x2 - 5x + 6 = 0} su jednaki.
Aksioma praznog skupa

Postoji skup koji nema nijedan element.

Ovaj skup nazivamo prazan skup i oznagavamo ga sa @. Prema aksiomi ekstenzije ovaj skup je jedinstven.
Aksioma para

Za sve skupove x i y postoji skup z ¢iji su jedini elementixiy .

Skup z oznag€avamo sa z = {x, y }. VaZi sledece:

ue{x,ytakkou=xiliu=y.

MoZemo formirati skup sa jednim elementom ako uzmenodajex=y.

Prema aksiomi ekstenzije vazi {x, x} = {x}.

Aksioma unije

Za svaki skup x postoji skup z tako da u € zako i samo ako u € y za neki y € x. Skup z predstavlja uniju ¢lanova skupa
X i ozna¢avamo ga sa Ux.

Skup z = Ux sastoji se od elemenata elemenata skupa x. Na primer, ako je x = {a, b} tadajez=U{a, b}=a U b.
Definicija

Skup a je podskup skupa b, u oznaci a € b, ako za sve x € a vazi da x € b. Npr. skup @ je podskup svakog skupa.
VaiidajeNcZc QcR.

Aksioma partitivnog skupa

Za svaki skup x postoji skup P(x), koji se sastoji od svih podskupova od x. Ako je x = {a, b}, tada je

P(x) = {9, {a}, {b}, {a, b}}.

Ako je x = @, tada je P(x) = P(@) = {@}. Ako X ima n elemenata, kada ¢e P(x) imati 2" elemenata (kardinalnost).
Aksioma izdvajanja podskupa (separacije)

Za svaki skup a i svaku formulu ¢&(x) vazi da je {x € a | d(x)} skup.

Primene aksiome izdvajanja poskupa:

ANnB={x€A|xEB}- presek skupova AiB

A\ B={x € A | x /€ B} - razlika skupova A i B

neka AC U,A°={x € U | x /€ A} - komplement skupa A u skupu U

Osnovni skupovni identiteti:

1. (AnB)NnC =ANn(BNC) 4. An(BUC )=(AnB)U(ANC) 7. AUB=BUA

2. (AUB)UC =AU(BUC ) 5. AU(BNC )=(AUB)N(AUC ) 8. AAB=BAA

3. (AAB)AC =AA(BAC) 6. ANB=BNA 9. ANA=A




10. AUA=A 13. (ANB)c =A°U B¢ (de 15. (A°)€ =A

11. An(AUB)=A (apsorbcija) Morganovi zakoni + 14.) 16. A\(BNC )=(A\B)U(A\C)
12. AU(ANB)=A (apsorbcija) 14. (AUB) =A°n B¢ 17. A\(BUC )=(A\B)n(A\C)
Dokazivanje identiteta:

A=BakkoASBiBCS A

I 1) x € A proizvoljno II' 1) x € B proizvoljno

2) Dokazujemo da x € B 2) Dokazujemo dax € A

(AnB)NC=ANn(BNC)

iz(ANB)sledixEAix€EB. izx € An(BNC)sledixeAix €BNC
iz(AnB)NCsledix € C. tj.sledixe AixeBix€eC

izx EBix € Csledix € BNC izx€Aix€Bsledix€ANB

izx EBNCix € Asledi An(BNC) izx € ANBix € Csledix € (AnB)NC
Uredeni par

Tvrdenje: Za skupove a, b, ¢, d vazi:

{a, b}={c,d}akoisamoako(a=cib=d)ili(a=dib=c).

Dokaz: Ako vazi neki od dva uslova sa desne strane, jasno je da je {a, b} = {c, d}.

S druge strane, pretpostavimo da je {a, b} = {c, d}.

Kakojea € {a, b}, tojea €{c, d}, pajea=cilia=d. Nekaje prvoa=c.Vazid €{c,d}, pad € {a, b}, atimei
d=ailid=b. Ako je b = d vaZi desna strana. Akojea=d,imamodajea=c=d.lzb €{a, b} ={c, d}sledib=c=d, pa
vazi desna strana. Sli¢no se dokazuje i drugi slucaj, kada je a = d.

Definicija

Uredeni par (a, b) skupova a i b je skup {{a}, {a, b}}.

Tvrdenje Za uredene parove (a, b) i (c, d) vaZi: (a, b) = (c, d) akkoa=cib=d.

Dokaz: Ako vaZzia=cib =d, ondaje (a, b) ={{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}} = (c, d). Naka je sad (a, b) = (c, d).
Onda je {{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}}. Prema prethodnom tvrdeniju, vazi da je ({a} = {c}i{a, b} ={c, d}) ili
({a}={c, d}i{a, b} ={c}.)

Ako vaZi prvi deo, mora biti a = c¢. Takode, vaZi(a=cib=d)ili(a=dib=c). U prvojslu¢ajuimamoa=cib=d. U
drugom slu¢ajud =a=c=b, pa je specijalnoia=cib =d. Ako vaZi drugi deo, onda je a=b =c=d, pa opet vaze
trazene jednakosti.

Dekartov proizvod dva skupa

Definicija

Dekartov proizvod skupova A i B je skup

AxB={(a,b) | a€A,beB}.

npr. Dekartov proizvod skupova A={1,2,3}iB={x,y }je
AxB={(1,x),(1,y),(2,x),(2y)(3,x),3,y)}

Kako je B x A ={(x, 1), (x, 2), (x, 3), (y, 1), (v, 2), (y, 3)}, vidimo da ne mora vaziti jednakost izmedu
skupova AxBiBxA,

napomena: AxB=0@ akkoA=0QiliB=0

Osobine Dekartovog prizvoda:

(AUB)xC=(AxC)U(BxC)

(ANnB)xC=(AxC)n(BxC)

Dekartov proizvod viSe skupova

Definicija

Uredena n-torka elemenata al, a2, .. ., an je objekat (al, a2, ..., an)

takav da vaii

(al,a2,...,an)=(b1,b2,...,bn)akkoal=bl,a2=>b2,...,an=bn.

uredena n-torka moze se definisati preko pojma uredenog para:

(al,a2,...,an):=(a1, (a2, (..., (an-1,an)--+)))

npr. (al, a2, a3) :=(al, (a2, a3))

(a1, a2, a3, a4) := (a1, (a2, (a3, a4)))

Definicija

Dekartov proizvod skupova Al, A2, ..., An je skup

AlxA2x---xAn={(al,a2,...,an) | al €Al,a2 €A2,...an € An}.

Definicija

Dekartov stepen skupa A je skup:




A" := AXAxAx....xA, n>1

Specijalno: A° := {0}

Aksioma dobre zasnovanosti(aksioma regularnosti)

Svaki neprazan skup A sadrZi element a takavdaje An a= Q.

Tvrdenje

Ne postoji skup x takav da x € x.

Dokaz. Ako bi skup x bio takav da x € x, tada bi skup A = {x} protivurecio aksiomi dobre zasnovanosti
(kako x € x N A, jedini element skupa A imao bi neprazan presek sa skupom A).

Cas 2

Neformalno receno, pojam relacije bavi ostvarivanjem veza izmedu nekih elemenata skupova koje posmatramo.
Definicija: Neka su A i B skupovi. Relacija p sa skupa A u skup B je svaki podskup od A x B. Dakle, p € A x B. Ako je A=
B onda kazemo da je p binarna relacija na skupu A.

Cinjenicu da (a, b) € p pixemo i apb.

Primer:A={1, 2, 3,4},B={a, b, c}

p ={(1, b), (2, a), (2, c), (3, b)} je jedna relacija sa skupa A na skup B.

o={(1, 3), (2, 1), (4, 2)} je jedna binarna relacija na skupu A

Razli¢iti nacini predstavljanja relacija:

p={(1,b),(2,3a),(2,c)(3,b)}SAxB

alb |c
1 0 1 0 1
2 Eall
2| 1 0 1
2
3 0 1 0 4e
41 0 0 0
Tabenapw npukas npuKas nomohy auvjarpama
Domen relacije p € A x B: aop
Dom(p) = {a € A | postoji b € B tako da je (a, b) € p}. —

Slika relacije p € A x B:
Im(p) = {b € B | postoji a € A tako da je (a, b) € p}.
Inverzna relacija relacije p € A x B:
pl={(b,a)EBxA|(a,b)Ep}SBxA.
Kompozicija relaciap S AxBicSBxC:

o°p ={(a, c) € AxC | postojib € Btakoda (a, b) Epi(b, c) € o} S AxC.
Primer:

A={1,2,3,4},B={xy,z}, C={a, B, v}
p={(1,v),(2,2),(2,x),(3,y)} SAxB,

o={(x,B), (y,B)SBxC

Dom(p) ={1,2,3}p™* ={(y, 1), (z, 2), (x, 2), (y, 3)}

Im(p) ={x, y, z}

Kompozicija relacija

Primer:

A={1,2,3,4},B={xvy,z}

C={a, B, v}
p={(1,v)(2,2),(2,x),(3,y)} SAxB,
o={(x,B), (y,B)}SBxC

o°p={(1,B) (2,B), (3, B)}
a(oep)cakkoapbiboczanekob €B




Osobine inverzne relacije:

Neka su date relacije p, 0 € A x B tada vazi:

-Akojep S o,ondajeptc ol
L") *=p.
II(cup)t=ctup?
-(onp)t=ctnp™

Dokazi:

H(p™)'=p
pEAXB
prEBXA
Pt eAxB

Nloup)t=octup?
oUp €SAxB
(oup)r €BxA
oclCBxA
ptTCSBxA
olupltcBxA

Osobine kompozicije:

1. inkluzija

(a, b) € (p™)*

(b, a) € p*

(a, b) € p (na osnovu definicije
inverzne relacije vazi (p™)* S p)

1. inkluzija

a€EA beEB
(b,a)E(cup)™

(a,b) € (0 U p)
(a,b)€aili(a,b)Ep
(b, a) € oltili (b, a) € p*t
(b,a) €Ec-1uUp-?

Nekajep S AxB, oS BxCit& CxD, tada vazi:

[(teo)ep=t°(0°p)
[I(oep)t=pleg?
Dokazi l i ll:

I(teo)ep=1°(c°p)
PSEAxB, 0SS BxC, t€CxD
Te0EBxD

c°pEAxC

1. inkluzija

a€EA deD

(a,d)€(te0)op

postoji b € B tdj.

¥ AN

ll(oep)t=pteo™
PSS AxB, oS BxC
0°pSAxC
(cep)tcCxA
plEBxA
olcCxB

pleol CCxA

2. inkluzija
(a,b)Ep
(b,a) € p*

(a,b) € (p")* p Svaii(ph)*

2. inkluzija
(b,a)ectup?

(b, a) € olili (b, a) € p*?
(a,b)€aili(a,b)Ep
(a,b)ecup

(b,a) € (cup)*

(a,b)Ep postoji ¢ € C tdj.
(b,d)ET°0 (a,c)€Ece°p
postoji ¢ € C td]. (c,d)et*
(a,c)€c°p postoji b € B tdj.
(a,d)€te(o°p) (a,b)ep **

2. inkluzija (b,c)ec*
To(o°p)SAxD iz*(b,d) Etoo**
a€EAdED iz**(a,d)E(t°0)°p
<y AN~ 9, AN,

Tolr SeiD

ceCa€eA
(c,a)E(oep)takko(a,c)Eoep
akko postoji b € B tdj.
(a,b)epi(b,c)EC

akko (b,a) €p™ i (c,b) Ectonda
(c,a)eptleo

(cop)t=ptec™



Osobine preseka i unije:

lo°(p1Up2)=(0°p1) VU (o°p2)
pLPp2EAxXB,0EBx%C

1. inkluzija

(a,b) Ep1Up2i(b, c) €Eozaneko
beB

(a, b) € p1ili(a, b) € p2
slucaj 1 ako (a, b) € p1i (b, c) E o,

pa(a, c) € (c°p1) U(o°py)
slucaj 1l ako (a, b) € p2i (b, c) € o,
beB

onda(a,c)E€Eo°p;

pa(a, c)E(cep1)U(cep,)

2. inkluzija

neka (a, b) € (0 ° p1) U (0 ° p2)

tada (a,b) € p1i(b,c) €Ec,bEB
(a,b)Ep1Up,i(b,c)EOC,bEB
(a,c)€Eo ° (p1Up2)

slucajll (a,c) Eo ° p2

tada (a,b) € p2i(b,c)€Ec,b€EB
(a,b)eEpiUp2i(bc)Eoc,beB
(@, c)€0 ° (p1Up2)

beB (a,b)Eaeopiili(a,b)Ecep
onda(a,c)Eo°p: slucajl(a,c) Ec°p1

Obrnuta inkluzija u opstem slucaju ne vazi
A ={a}, B ={bs, by}, C={c}

p1={(a, ba)}, p2={(a, b2)}

0 ={(by, c), (b2, c)}

ocpi={(a, c)}io°p2={(a, c)}

tj (0 °p1) N (o°p2)={(a, c)}
p1NpPz=0=>0°(p1Npz)=

o« (p1Np2) S (0o ° p1)N(0 ° p2)
(a,c) €0°(p1np2)

tada (a, b) € p1 N p2i (b,c) € 0, za neko b € B
Ya, b) € p1i%(a, b) EpriY?(b,c) Ec

izYa,c) Eoeps

iz2(a,c) Ec°p;

pa(a, c) E(o°p1) N(o°pa)

Definicija Pepnercnsroct:
Neka je p binarna relacija na skupu A. Kazemo da je p 1
- refleksivna, ako je (a, a) € p za svako a € A;

- antirefleksivna, ako je (a, a) /€ p za svako a € A; (’D 0
- simetri€na, ako za sve a, b € Aiz (a, b) € p sledi (b, a) € p; ArraPedaexcuBnocT: .

- antisimetricna, ako zasvea,b € Aiz(a,b) Epi(b,a) Epsledidajea=b;
- tranzitivna, ako zasve a,b,c € Aiz(a,b) Epi (b, c) € psledida (a, c) € p.

Neka je AA={(a, a) | a € A}, relacijap je o I n
- refleksivna, ako je AA C p; ~

- antirefleksivna, ako je AA N p = @;

- simetricna, ako je p € p-1;

- antisimetricna, ako je p N p-1 € AA;
- tranzitivna, ako jep ° p S p.

AHTHCHMET PHYHOCT! . . .:

IIprmepmn:
< malR nmapaJjeaHoCT HOPMAJIHOCT
OpaBAX HA CKYIy | OpaBUX Ha CKYIYy
paBuX y OPOCTOPY | IpPaBUX Y IPOCTOPY
PedIEeKCUBHOCT A, Ia He
aHTUPCQICKCUBHOCT| HE HE a,
CHUMETPUYHOCT HE na na
AHTUCUMETPUYHOCT | A4 HE HE
TPaH3UTUBHOCT na, aa HE
<naR

R) x £ xvaZi AR) x !<x,x>xnetathoS)x<z=>y<x,1<2ali2!<1 AS)x<y,y<x=>x=zvazi T)x<y,y<z=>x<z
vazi

Paralelnost pravih na skupu pravih u prostoru:

R)a||aT AR)a!||a netatno S)a||b=>b||aT AS)al||b,b||a=>a=b netacho T)al|b,b||c=>a]|cT




Normalnost pravih u prostoru
R)a Lanetacno AR)a!lLa T S)aLlb=>b.Lla T AS)a_Llb,b_La=>a=b netatho T)a Lb,b _Lc=>a _Lcnetacno

A={a, b, c}

a={(a, c), (b, a)} S A2 )
ot={(c a), (a b)} peICKCUBHOCT HC | HE
6o6={b,c)} aHTUpe(IeKCUBHOCT | He | Ja
p= {(a’ a)’ (b, b), (a’ b), (b, a)} c A? CHUMCTPHMYHOCT Aa He
p1={(a,a), (b,b), (b,a), (a,b)} AHTUCUMETPUUYHOCT HE | 1a
p o p={(a,a), (b,b), (a, b), (b,a)} TPAH3UTUBHOCT oa | He
Ispitujemo p

R) AA ={(a,a), (b,b), (c,c)} Ispitujemo o

AA € p Netacno (c,c ne pripada p) R) AA € o Netacno

AR) AAN p = @ netacno AR) AAN ¢ = @ Tacno

AANp ={(a,a), (b,b)} S) o € 0! neta¢no

S)p € pttaéno AS)onolCAA

AS) pnpt € AA onol=@0CchA
pnpl=p=plzAA T) 62 € o Netaéno

T) p% € p ta¢no

Neka R, S € Mn({0, 1}). Bulov proizvod matrica R = [rijlij=1,n i S = [Sijlij=1,n, U 0zNaci R @ S, je matrica T = [tij]ij-1,n
takva daje

ti=(riiASsy) V(riaAsy ) VeV (rinASnj),

pri ¢emu su binarne operacije A, V : {0, 1} x {0, 1} = {0, 1}

definisane na slededi nacin:

AlO0]1 vV|i0]|1
0[{0]|0 0|01
1(0|1 111

Matricu relacije p oznacavaéemo sa M,.

Tvrdenje Neka je p binarna relacija na proizvoljnom skupu A, tada je Mpep = Mp & Mp.
Dokaz: A—{aj, ay, ..., an}

p C A?

M22=M, @ M,

[Mglij=m;

m;; = 1 akko ai p g;

Dokazujemo da je [Mp2]ij = [Mp, @ M,)i;

1. [My2)i; = 1 => a;u relaciji p?sa ajtj aip?a; <=> (ai,a;) € p>

=> postoji ke{1, 2, ...., n} takav da ajp axi ak p g

=>mijk=1, mij=1

=> [Mp ® Mp]ij: (mil/\mlj) \V (miz/\ mzj) V..V (mik/\ mkj) V..V (min/\ mn,-) =1 zbog (mikA mk,-) =1A1=1
2. [M,%]ij = 0 => ainije p*3q;

=> ne postoji kE{1, 2, ...., n} takav da ajp axi ak p g

=> ne postoji k za koje vazi mijx=1, m;j=1

=>(mi1Amgj) V (Mi2Amzj) V...V (MikAmg) V... V (MinAmp) =0VOV..VOVO0=0

p je tranzitivna akko p> S p

[Mp2]ij = 1=> [Mg]ij = 1 tj (ai, aj) Ep>=>(ai,a;) Ep



TpaH3uTUBHOCT M MaTpUILA pPeJlanuje

12 3 1 12 3
@ o 11 o 11 o o1
‘\. dJo o 1| @ :|o o1 = .lo o1
— @ |0 o1 s{o 01 s[0 01

TPAH3UTUBHA PENALMIA R R R2 C R
12 3 12 3 12 3

@ Jo 10 o 10 o o1
‘ 2o 0 1| ® :]0 0 1 = :0 00
) 1o 0 o0 510 0 0 o oo

PE/ALVIA HUIE TPAHIUTUBHA R R R2 ¢ R

Dokaz: pep € p, tranzitivnost

pretpostavimo p je tranzitivna, dokazujemo

(a, b) €pep => postojic € Atdj(a,c) Epi(c, b) Ep

=>s obzirom da je p tranzitivna onda (a, b) €p

Pretpostavimo da pep € p, dokazujemo

p je tranzitivna=>(a, b) Epi(b,c)Epl}(a,c)EppCp tj. (a,c)Ep

Definicija Neka je p binarna relacija na skupu A. Kazemo da je p relacija ekvivalencije, ako je refleksivna, simetri¢na i
tranzitivna. Relacija p je relacija ekvivalencije na skupu A akko vaZzi
AACSp,p=ptpep=p.

plcp?

(v, x) Ept=>(x,y) Ep S pt=>(x,y) Ep*=>(y,x) Ep

pep=p?

p je relacija ekvivalencije=>pe°p=pizAACp,p=p L pepSp
Dokazujemo p € p ° p akko je p relacija ekvivalencije.

(x,y)€p 1)

(y,y) € pizrefleksivnosti 2) 1z1i2(x,y)Ep°p

Primeri relacija ekvivalencije:

- Relacija jednakosti realnih brojeva.

- Relacija slignosti u skupu trouglova euklidske ravni.

- Neka je m 2> 2. Relacija =m definisana na skupu Z sa:

X =m Y akko m | x —y je relacija ekvivalencije.

R)x=mx?m|xx T T)X=mY | YEmZ}X=m2
S)XZmY YZEmX? m|x-y mly-z} m|x-z?
m|x-y =>m|y-x xy=ki *m ; y-z=k*m
X—y=m¥*k y-x mim*(ki+ky) T
=m*k*(-1) T

Klase ekvivalencije

A — skup ljudi koji Zive u jednoj drzavi X

A1, A2,..., An—skup gradova drZzave X

Na skupu A definisana je relacija ~S A2 na slededi nacin:
P1 ~ P2 akko osoba P1 Zivi u istom gradu kao i osoba P2.
Definicija

Neka je ~ relacija ekvivalencije na skupu A. Klasa ekvivalencije elementa a € A je skup
C.={x€EA|a~x}SA

Oznacavamo je i sa [a] i kazemo da je element a predstavnik klase C..

~ —relacija ekvivalencije na skupu A

Osobine relacije ~:

1. Sve klase ekvivalencije su neprazni skupovi tj a p a pa je C, 20

2.Nekajea, b € A. Ako je Ca n Cb=/= @, ondaje Ca=Cb.




3. Unija svih klasa ekvivalencije je jednaka skupu A.

Dokaz:

l.aeA

C.z0

~ je refleksivna
a~a=>a€eqC

C.# @ Tacno

2.a,b€EA

C.nGCp# Q)

=>C;=Cp

Klase su disjunktne ili jednake

Osobine klasa:
lapbakkoC,=0Cp

1. inkluzija Neka je C.=C,
a€C,CGCSC tj aeCy,atada
jeapb

Il a nije pbakko Co N Co=0
1. inkluzija

Neka Can Co=0

Kako su C,, Cp 2 @ sledi da je
C.#2Cypaanijepb

Definicija

C. N Cyo# @ postoji dE A tdj
decC,nGC
=>d€eC,ideC
=>a~dib~d

tj. d~b zbog S

=>a~bT

3.CG.E G

X€ Cy=>a~x

zbog S x~a

2.inkluzijanekajeaphb
CGEG

XEC,=>xpa

xpa iapb=>xpbtjx€C

2. inkluzija a nijep b
Pretpostavimo suprotno
CanCp# @

tada postojix € C, N Cp
*X EC,=>apx

Koliénicki skup skupa A za relaciju ekvivalencije ~ je

A/~={Cx | x € AL

Primetimo da je A/~ S P(A), jer vazida je Ca S A, zasve a € A.

OcobuHe KOMMYHUYKOD CKRYIIa:

1. Ako X, Y €A/ . u X#£Y, rana je XNY = 0.

2. Baxn ma je [JA/~ =
Dokazi:

1.neka X, Y € A/~ i XzY
tadajex=C,iY=Cyzanekea,b
eEA

Kako je C.#Cp slediCa N Co=0
tiXny=0

U X=A
XEA/~

2.UA/~=UX=A, (XE A/~)
1. inkluzija

Neka X€ A/~

tadaxeX
VazidajeX=Cszanekoa €A

iz2)a~b

iz prethodna dva sledi zbog T
x~b =%> b~x => x€ C, Tacno
CGbEC

XE Cp=> b~x

zbog S x~b

iz2)a~b

iz prethodna dva sledi zbog T
a~x =>> x~a => x€ C,Tacno

G E G
XECh=>bpx
bpx iapb=>apxtix€C,

*xECpb=>bpxpaixphb
iz*=>apbtj.Ci=Cy
Kontradikcija

pajex€C,CA

Dakle x € A.

2. inkluzija

Tadax€Cy, aXsEA/~paxE
UA/~

Definicija: Svaka relacija ekvivalencije deli skup na kome je definisana na neprazne, disjunktne skupove cija unija je
jednaka celom skupu. Takva podela se naziva particija skupa. Particija skupa A je bilo koji podskup P € P(A) koji

zadovoljava sledece uslove:

1.Ako X,YEPiXzY,vaziXnY=0

2.UP=A
3.Zasvako XEPvazi Xz 0Q

Na osnovu osobina A/~ zakljuéujemo da je A/~ particija skupa A.
Primer: Odrediti sve particije skupa A=1{1, 2, 3}

P1={{1,2,3}} P2={{1}, {2, 3}} Ps={{1, 2}, {3}} Pa={{1, 3}, {2}} Ps={{1}, {2}, {3}}
Dakle na skupu A postoji 5 particija.

Tvrdenje: Neka je P particija na skupu A. DefiniSimo binarnu relaciju p na skupu A na sledeci nacin:

apbakkoa, b €Xzaneko XeP



Tada:

1. p je ekvivalencija na A
2.A/p=P

Dokazi:

1. (R) a p azasvako a€A?

a€A tada a€UP tj aEX za neko XeP
a,aEX =>apaTacno
(Syapb=>bpa

apbtadaa, beXgde XEPpabpa
(TYapb i bpcDaliapc?

2. Alp=P

I inkluzija Neka X € A/p=P
tadaX=C,zanekoa €A
kakojea€A=UPtoa€eX
gde X' €P

Dokazujemo C,=X

inkl 1.1 Nekax €EC, tjxpa
X,a €Y gde YEP

kako a€YNX’ to X’ =Y pa xeX’
inkl 1.2 neka xex’
tadaa,x€X iXEP paapx
tj x€ G,
DakleX=C,=X€P

Prl:A=7,=n,m22

X =mYy akko m|x-y

Pokazali smo da jeste

relacija ekvivalencije.

a€eZ C=>?

X =ma akko m|x-a

akko za svako z € Z tdj x-a = m*z
<=>X = a+m*z

Pr.2: A=R? pS R?x R?

(X1, 1) p (X2, y2) akko xi® +yi? = x> +y,?

Da li je relacija ekvivalencije?

R) (x, y) p (x, y)
X2 +y?=x%+y? Jeste

S) (x1, Y1) p (X2, y2) ="> (X2, ¥2) p (X, Y1)
X2 +y2 =x2 +y2? = X2 +y? = xi? +yiJeste

T) * (x1, y1) p (X2, ¥2)
2 (XZI yZ) p (X3I y3)
Da li sledi (x1, y1) p (X3, y3)?

Kakoapb => ab € Xgde XeP
bpc=>b,c€e€YgdeYeP.
Dakleb€ XNnYpaXnY=0@
Odnosno po definiciji particije
X=Y a,c€XiXeEP pasledi

a p ¢ Tacno Jeste rel. ekviv

Il inkluzija Neka je Xe P
Tada X # @ pa biramo a€X
Dokazujemo da je X = C,
inkl 2.1 Neka x € X

kako a,x €X sledi da je

ap x pa xeC,

inkl 2.2 Neka x€C,tjxp a
kako x p a, sledix,a € Zgde Z €P
AaEXNZ,X,ZEPpaX=2
Daklexez=X
Zakljucujemo, X=C, EA/ p

X € a+m*Z :={a + mz| z€Z}
Ci=a+tmZ
Co=m*z=Cn=Com=Csm=...
Ci=1+mz

C;=2+mz

Cm-1=(m-1) + mz

Ukupno imamo m klasa

Z/=m ={MZ, 1+ mz, ..., (m-1)+mz} sadrzi skupove

Lxi? +yi2 = xo2 + y7?
252 + 22 = x5 + Y32

iz1i2x:% +y1% = x3° + y3? Jeste

(a, b) ER?

Cap="

(x, y) € Cia,b) akko (x, y) p (a, b)
akko x? +y? = a% + b?

r’:=a’+b?

akko x* + y? = r?

Dakle Ciap) = {(x,y) ER? | X2 +y? =r?}



Kruznica sa centrom (0,0)
(x,y) € Cio,0) akko (x,y) p (0,0)
akkox?+y?2=0
akkox=0iy=0

Cio0 ={(0, 0)}

Pr.3: A={0, 1, 2}

B = AxA = A?

pCB?

(x1, Y1) p (x2, y2) akko x1y1 = x2y2
p je ekvivalencija:

(R) (x, y) p (%, y)

Xy = Xy Tacno

(S) (x1, y1) p (X2, y2) ="> (X2, y2) P (X1, Y1)
X1y1 = Xay2 => XaY2 = X1y1 Tacno
(T) H(x1, y1) p (x2, y2)

2(x2, ¥2) p (%3, y3)

Da li sledi (x1, y1) p (x3, y3)

1X1\/1 = X2Y2

Cas 4. Relacije poretka
Definicija

(XI Y) € C(3,4) akko (le) P (3/4)
x> +y*=32+4%=52

C(3,4)= k( (010)1 5)

R%/p={k(O, r) | rERir >0}

2Xz\/z = X3Y3

tj xay1= x3y3 Tacho

Ciap) € B?

(x, y) € Cap) akko (x,y) p (a,b)

akko xy = ab, ab je fiksirano

Coo ={(x,y) €B | xy =0}

={(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (2, 0)}
=Co,1= Co2= Cr0 = C20)

Cun={(xy) €B | xy=1}={(1,1)}
Cua={(xy) €B | xy=2}={(1,2), (2,1)} = Cry
Cun={(xy) €B | xy=4}={(2,2)}
B/p={(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(2,0) }, {(1,1) },
{(1,2),(21) 1,{(2,2) }}

Neka je p binarna relacija na skupu A. Kazemo da je p relacija parcijalnog uredenja ili poretka, ako je refleksivna,

antisimetricna i tranzitivna.

Skup A na kome je definisana relacija parcijalnog uredenja p nazivamo parcijalno ureden skup ili poset.

Relacija p je relacija poretka na skupu A ako i samo ako vazi:

AACDp

pNnpl=AA

pep=p.

Primeri relacija parcijalnog uredenja:

1. Relacija manje ili jednako na skupu realnih brojeva: <.
2. Relacija deljivosti na skupu prirodnih brojeva: |.
3. Relacija inkluzije na partitivnom skupu nekog skupa: €.

Dokaz 2:

m | n akko postoji kEZ tkd n = m*k
| je poredak na N

R) m|m

m = 0 tada je 0=0*k, kEN vazi
antis)ym|nin|m=">m=n?
n=k*m

m=k'*n, kik’ EN

n = k¥k’*n =>n(1-k*k’) =0

Dokaz 3:

C je predak na P(X) — X proizvoljan skup
R) Y €P(X)
Y €Y Tacno

n=0ilikk' =1
akkojen=0=>m=k'*0=0=>m=n
akko je kk’ =1 kako su ki k' EN
onda k=k'=1 =>m=n
T)m|nin|l=">m=n

n=k*m

I=k'*n k, k" EN
=>|=k'*k*mtjm]|l tacno

Antis) Y1C€Y2iY2E€Y1=>Y1=Y;Tacno
T) Y1€Y,Y,CYs => Y CV;3



Neka je p € A? poredak. Elementi a i b su uporedivi ako vaZia p bilib p a. U suprotnom, a i b su neuporedivi.

a p b ¢itamo: a je p-manje od b, odnosno, b je p-vece od a.

Poredak je linearan (totalan) ako su svaka dva elementa uporediva. Ukoliko nisu svaka dva elementa uporediva,
poredak je parcijalan. Linearno ureden podskup nekog parcijalno ureden skup naziva se lanac. Podskupove parcijalno
uredenog skupa u kojima su svaka dva elementa neuporediva nazivamo antilanci.

Primeri:

1. <je linearan poredak na R, za sve a, b € R vazi a<b ili b<a.

2. | nije linearan poredak na N, skup {2" | n € N} je jedan lanac na N

Npr 243342, 2i3 nisu uporedivi

3. C nije linearan poredak na P(X ), za proizvoljan skup X, skup svih jednoclanih podskupova od X je jedan
antilanac u P(X)

Npr: X ={1,2} tada {1}, {2} € P(X) => {1} /< {2}i{2}/<{1} {1}i{2} su neuporedivi elementi.
Parcijalno uredeni skupovi mogu se predstaviti graficki pomocu Haseovog dijagrama. Ako je A skup na kome je dato
parcijalno uredenje p, Haseov dijagram poseta A formira se na sledeéi nacin:

- svakom elementu skupa A odgovara jedna tacka u ravni; {a, b, c}

- tacke koje odgovaraju elementima x, y € A su spojene linijom / ‘ \

ako i samo ako je xpy , pri ¢emu se x nalazi nize na crtezu od y. {a, b} {a ¢} {b ¢}
Primer: Neka je X = {a, b, c}. Skup P(X ) ureden je relacijom Ciu

odnosu na ovu relaciju predstavlja se pomoéu Haseovog dijagrama \ /

na slededi nacin:

Definicija \ ‘ /

Neka je p relacija parcijalnog poretka na skupu A i neka je B € A.

Kazemo da je a € A:

- minimalan element skupa B ako a € B i vadi: ako je x p a, onda je x = a, za sve x € B;
- maksimalan element skupa B ako a € B i vazi: ako je a p x, onda je x = a, za sve x € B;
- najmanji element (minimum) skupa B ako a € Bizasve x E BvaZiapx;

- najveci element (maksimum) skupa B ako a € B i za sve x € BvaZix p a.

P23, € | PUL23D\0LC | N[ [ N\{L |
MUHIMY M 0 HEMA 1 HEMA
MAKCHAMYM {1,2,3} {1,2,3} 0 0
MUHAMAJTHI IPOCTH
eseMeHT (1) 0 {1} {21 {3} 1 opojesn
MAKCHUMAJIHA
N {1,2,3} (1,2,3} 0 0

Vazi sledece:

1. Ako postoji najmanji element skupa B, onda je on jedinstven.
b i b’ su minimumi skupa B; Vazi sledece b p b’ jer je b minimum i b’ p b jer je b’ minimum
p je antisimetricna relacija pa je b =b’

2. Ako postoji najmanji element skupa B, tada i jedini minimalan element.

b je minimalan element u B b je jedini minimalan element u B
Neka x p b za neko x €B pps neka je b’ minimalan u B

b p x jer je b najmaniji bz#b

Zbog antisim. x=b vazi b p b’ jer je b najmanjiu B

tj b je minimalan b’ je minimalantjb=b’



3. Ukoliko postoji minimalan element, ne mora nuzno postojati najmanji element.

Pr:B={2" | n>1} U {5} Minimalni elementi su 2 i 5, ali ne postoji najmanji element.

4. Ako postoji najveci element skupa B, onda je on jedinstven.

5. Ako postoji najvedi element skupa B, tada i jedini maksimalan element.

6. Ukoliko postoji maksimalan element, ne mora nuzno postojati najveci element.

Posledice:

-Ako nemamo minimalne elemente, nemamo ni najmanji element.

-Ako imamo bar dva minimalna elementa, nemamo najmaniji element.

Primetimo:

Ako B ima jedan minimalan element, on ne mora biti najmanji element tj najmanji element ne mora postojati.
Analogno vazi za najvedi element: On je jedinstven ako postoji i jedini je maksimalan element.
Oznake:

max(B) — najvedi element skupa B

min(B) - najmanji element skupa B

Definicija

Neka je p relacija parcijalnog uredenje na skupu A, BS Aia EA.

Kazemo da je element a

- donje ogranic¢enje skupa B ako a p b za sve b € B;

- gornje ogranicenje skupa B ako b p a za sve b € B.

Ako postoji najveée donje ogranicenje, nazivamo ga infimum skupa B.

Ako postoji najmanje gornje ogranicenje nazivamo ga supremum skupa B.

Infimum i supremum skupa B redom oznagavamo sa inf(B) i sup(B).

Vazi sledede:

1. Ako postoji minimum u skupu B, onda je on jednak infinumu skupa B.

2. Ako postoji maksimum u skupu B, onda je on jednak supremumu skupa B.

Dokaz 1: Neka je b = min(B) => b jeste donje organicenje skupa B

Zasve xEBvazZibpx

Potrebno je dokazati da je b najvece donje ogranic¢enje od B. Neka je b' neko donje ogranicenje tada je b' p-manje od
svih elemenata iz B specijalno b’ p b tj b jeste najvece donje ogranicenje

Primeri:

1.R < 2. A=RxR, <

B=(0,1) cR (a, b) £ (u, v) akko a<u, bsv

skup donjih ogranicenja od B: (-o, 0] < je uredenje na RxR

skup gornjih ogranic¢enja od B: [1, +2°) nije totalno(linearno) uredenje

0 najveci u (-o=, 0] =>inf(B) =0 Npr: (1,2) /< (2,1)i(2,1) /<(1,2)
1 najmanji u [1, +o°) =>sup(B) =1 Tacke (1,2) i (2,1) su neuporedive

Cas 5 Funkcije

Definicija

Neka je f € A x B relacija. Kazemo da je f funkcija koja skup A slika u skup B ako za svako a € A postoji tacno
jedno b € B tako da (a, b) € f.

Element b nazivamo slika elementa a pri funkciji f i oznacavamo ga sa b = f (a).

Ako je f € A x B funkcija koja slika skup A u skup B piSemo f: A - B i kazemo da je A domen

(oznaka Dom(f)) a B kodomen funkcije. Slika funkcije f je skup Im(f) = {f (a) | a € A} € B.
Primer:A={1,2,3,4},B={a, b, c}, CAxB

f f f
— — —
A B A B A B
_— -

| h‘“

,'
A/

f HHje pyHEIH]a f HEje QyHEOH]A f je dyHEIH]A



Ako je f: A = B funkcija, f * je inverzna relacija. Ali f ! ne mora biti i funkcija.
Primer: Relacija f € R x R definisana sa f = {(x, x?) | x € R} je funkcija.
Medutim, relacija f 2 = {(x3 x) | x € R} nije funkcija.

Neka f: A-> B Tada:

-A je domen funkcije f, oznaka A = Dom(f)

-B je kodomen funkcije f

-Slika funkcije f je skup Im(f) = {f(a) | a€ A} S B

Primer: Ako f: R -> R zadata sa f(x) = x* tada je Dom(f) = R, kodomen je R
Im(f) = {f(x) | x € R} ={x? | x € R} = [0, +o°)

Sta je f* ako je f funkcija?

-f1 jeste relacija.

-f1 ne mora biti funkcija.

Relacija f1 € B x A je funkcija akko za svako b € Im(f) postoji ta¢no jedno a € Atd (b, a) € f* odnosno akko za svako
belm(f) postoji tacno jedno a takvo da je (a, b) € f.

Definicija

-Funkcija f : A = B je surjekcija, ili “na” funkcija, ako vazi:

za svako b € B postoji a € Atako da je f (a) = b.

-Funkcija f : A = B je injekcija, ili ”1-1” funkcija, ako vaZi:

f(a1) =f(az) = a1 =ay, zasve a;, a; EA.

Za funkciju f : A - B kaZzemo da je bijekcija ako je injekcija i surjekcija.
Primeri:

f: R-> R zadato sa f(x) = x2

nije “1-1”: f(2) = f(-2), 2 # -2

nije “na”: ne postoji x € R tdj f(x) = -2

g: N->N zadato sa g(n) = 2n

jeste “1-1”: g(n1) = g(n2) tj 2n1 = 2na tjny = ny

nije “na”: ne postoji nEN tdj g(n) =3

h: R->R zadatusah(x)=x+1

jeste “1-1”:h(x1) = h(x2) tjxi+ 1=x2+ 1 tj. xa =Xz

jeste “na”: za sve xER vazi h(x-1) = x

h je bijekcija.

Tvrdenje

Relacija f* je funkcija ako je f “1-1”

Dokaz: b € Im(f) <=> postoji a€A tdj f(a) = b

i taéno jedno a se slika u b ako je f “1-1” pa je f*: Im(f) -> A funkcija

ali f1: B -> A ne mora biti funkcija

Tvrdenje

Relacija f 1 € B x A je funkcija koja slika skup B u skup A ako i samo ako je f: A > B je bijekcija.
Dokaz:

1. inkluzija Neka f*: B -> A fje “na”

fje “1-1” neka beB

f(a1) = f(az) =>a1=a» 1 je funk. koja B slika u A pa
b =f(a1) =f(az) postoji a €A tdj

(a1, b), (a2, b) € f=> (b, a1), (b, a2) € f! fi(b) = a tj. (b, a) €f?

f1je funkcija paa; = a; =>(a,b) Eftjb="f(a)

2. inkluzija Da li je a jedinstveno?

neka je f: A -> B bijekcija pps. (b, a), (b, a’) € fliaza’
beB =>(a,b)i(a’,b) ef

fje “na” => postojia EAtdjf(a)=b f(a)=b=f(a’)iaza’

odnosno (a, b) € ftj (b,a) €f? kontradikcija jer je f71-1”



Tvrdenje
Ako su relacije f € Ax Big € B x C funkcije, onda je i relacija g ° f funkcija i vazi (g > f )(a) = g (f (a)), za svako a € A.
Dokaz:

gof S AxCje funkcija Dakle g © f jeste funkcija
Neka (a, c1), (a,c2) Egof (gof)(a)=?

tada postoje by, b, € B td;. a € Dom(g-f)tada(a,c) E(g°f)tj
(a,b1) Efi(by,c1)Eg postoji b € B tdj.

(a,b2) Efi(bz, ) ESE (a,b)efi(bc)eg

kako (a, b1) i (a, by) € f (a,b) Ef=>b=1(a)

f je funkcija => b:=b; = b, (b,c) € g=>c=g(b)

g je funkcija i (b, c1), (b, c2) € 8 c = g(b) = g(f(a)) = (g > f)(a)
=>0=C

Tvrdenje

Ako je f: A->Big:B->Ctadage°f:A->Civazi(ge°f)(a)=g(f(a)), zasvako a € A.

Dokaz:

Dom(g ° f) = A?, uvek vazi da je Dom(g°f) € A

2. inkluzija za svako a € A postoji f(a) € B jer f: A->B dalje postoji g(f(a)) € Cjer g: B->C

Dakle aeDom(g ° f)

ida: A -> A definisana sa ida(a) = a za sve a€A

identitet na skupu A.

Neka je f : A = B. Tada vazi: f je bijekcija ako i samo ako postoji funkcijag:B 2> Atdj.g°f=ida
ifeg=ids.(utomslutajujeg=~1)

Dokaz:
1. inkluzija 2. inkluzija
Ako je f bijekcija onda je f1: B -> A funkcija pa je g = f fje “1-1”
Nekajef(a)=b=>f}b)=a f(a1) = f(a2) =*> a1=a;
(flef)(a) = f(f(a)) =f(b) =a f(a1) =f(az) €EB /g
tj. f1of=ida g(f(a1)) = g(f(a2))
(fe fY)(b) = f(FY(b)) =f(a) =b ida(a1) = ida(az)
tj.f°f-1=id3 ai=ax

fje “na”

beB

Neka je a = g(b)
f(a) = f(g(b)) = (f° g)(b) = ids(b) = b
dakle b = f(a)

Direktna i inverzna slika

Definicija

Neka jef:X = YiA € X. Direktna slika skupa A je skup f [A] = {f (x) | x € A}.

Nekajef:X > YiBCY.Inverzna slika skupa B je skup f1[B] = {x € X | f (x) € B}.

Inverzna slika skupa f2[B] je pojam koji je definisan bez obzira na to da li postoji inverzna funkcija f*.

Specijalno vazi: f[x] = Im(f) i f1[Y] = X f[{l}] = {f(l)} = {a}
o (L, 2}] = {£(1), F(2)} = {a}
A B FI{L, 3 = {f(1),f(3)} = {a, b}

— Fi{a)] = {1,2}
—

f'[{a, b}] = {1,2,3}
f'[{a, b,d}] =4{1,2,3}



Osobine direktne i inverzne slike:
Nekajef:X>YiA A, A, €X,B,B;, B, S Y. Tadavai:
1. Ako je A; € A, onda je f [A1] € f [A;].

2. Ako je B; C B,, onda je f1[B1] € f}[B,].

3. VaZi da je fI[f [A]] 2 A. Ako je finjektivna, tada je
f1[f [A]] = A.

4. Vazidaje f [f 1[B]] € B. Ako je f surjektivna, tada je

f [f[B]] = B.
Dokazi:

1. Nekaje A1 C A;
Neka y € f[Ai]
=>y = f(x) za neko xEA

2.NekaB1 € B, *

kako XEA1 i A; € A, x € F[B1] =>

=> X € Ay f(x) € Bz i.z ovoga i * sledi
. f(x) €B2 tj

y=f(x)ix €A, => XEF1[B2]

f(x) € f[A] tj

y € f [A2]

3. Neka xEA bi da postoji X’ /€ A tdj

tada f(x) € f[A] pa f(x') = f(x) € f[A]

xEFL[f[A]] Primer:

pretpostavimo da je f “1-1” X=2

neka x € f[f[A]] => f(x) € f[A] A={1}

kako je f “1-1” => x€A f(x) = f(2) = a € f[A] = f[{1}] = {a}

u suprotnom da f nije “1-1” mogao ali2/e{1}tjx/e A

4. nekay € f[f[B]]

=>y = f(x) za neko x€f![B]

tj f(x) e B=>y =f(x) €EB
pretpostavimo da je f “na”
nekay € B

izyEBCY i fje “na”

postoji xeX tdj f(x) =y

f(x) = y€B => xef[B]

iz xef[B] i y = f(x) dobijamo
y € flf*[B]]

Cas 6 Karakteristi¢ne funkcije skupova i kardinalnost

Definicija

Neka je X bilo koji skup i A € X . Karakteristicna funkcija skupa A je

XA : X = {0, 1} takva da je

¥A(x)=(0,x/eA ili I1xEA

Primer:X={a, b,c,d,e, f},A={c, d, f} € X. Karakteristi¢na funkcija skupa A:

¥A(a)=0 XA (d)=1
XA :X->{0, 1} XA (b)=0 XA (e)=0
¥A(c) =1 XA (f)=1.



2={0, 1}

*10|1|+]011
a,b,ce2 0 0 1| a*b=b*a
a+b =b+a 11o0l1l1l1]0] a*(b*c)=(a*b)*c
a+(b+c) = (a+b)+c a*a=a
a+0=a i a+a=0 a*l=aia*0=0
Tvrdenje
Za skupove Ai B vazi: A=B akoisamo ako xYA=xB.
Dokaz:

1. inkluzija Neka je A=B
xa(@)=1<=>a€A<=>a€B<=>yp(a)=1

2. inkluzija Neka je xa = Xs
a€EA<=>xa(a)=1<=>xs(a)=1<=>a€BDakleA=B
Y¥={f | f: X > Y }- skup funkcija koje slikaju skup X u skup Y
Tvrdenije:

Funkcija @ : P(X) = {0, 1}* definisana sa ®(A) = xa je bijekcija.
Dokaz:

{0,1}=2

Da li je @ injektivna?

D(A) = O(B) => xa = Xs <=> A=B

Da li je @ surjektivna?

fe2X=>f:x->{0, 1} Nekaje C:=f[{1}] €EX f=xa

Zbir f + g i proizvod f - g funkcija f, g € {0, 1}X definisan je sa:
(f+g)(x) ="=f (x) + g (x)

(f-g)x) =*=f(x) - g (x).

Neka f, g, h € {0, 1}*. Tada vaii:

frg=g+f frig+h)=(f+g)+h f-(g+h)=f-g+f-h
f-g=g-f f-(g-h)=(f-g)-h (g+h)-f=g-f+h-f

Primenom prethodnih jednakosti na karakteristi¢ne funkcije dobijamo sledece vaine jednakosti:
L.xg=0,xx=1

2. XAnB = XaAXB

3.XauB=Xa+ X8 + XA X8

4.xac=1+xa

5.XAB= XA+ Xa X8

6. Xare=Xa+ X8

7. XA + XA = 0
8. XaXa=Xa
Dokazi:

2. Xans (x) = 1 akko xEANB

akko x€A i xEB

akko xa(x) =1ixs(x)=1

Xa (x) xs (x) =1

akko (Xa Xg) (x) =1 =>Xanz = Xa X8

3. xaus (x) = 1 akko x€ AUB

akko x€A ili xeB

Postoje tri slu¢aja:

I) xEAix/€B Il) x/EA I xEB Ill) xEA i xEB

1) Xa (x) = 1 Xa(x) = 0 Xane (x) =0 1) Xa (x) =0 xs(x) =1 Xane(x) =0 1) Xa (x) =1 xs(x) =1 Xans(x) =1
Xa (X) + Xa(X) + Xang(X) = 1 => (Xa + X8 + Xa Xe) (X)

4.xaC=1+Xa

Xac (x) = 1 <=>x € A°<=>x/€ A <=>Xa(x) = 0 <=>1(x) + Xa (x) <=> (1 + a) (x) = 1



5.Xa8=Xa+Xa X

XA\ = XanBC = Xa X8C€ = Xa( 1 + X8) = Xa+ Xa X8

6. XanB = XA+ X8

XaaB = X(AB)U(B\A) = XA\B + XB\A + X(A\B) X(B\a) = Xa + XaXe + Xe + XaXs + (Xa+ XaXs)(Xe + XaXs) =

=Xat XaXs + X8 + XaXs t XaXs +XaXaXB + XaXsXs + XaXBXaXs = Xa+ XaXs + XB + XaXs+ XaXs+ XaXs+ XaXB + XaX8=Xa + X8
7. XA+ Xa= 0

Xa(x)=0 =>(xa+xa)(x)=0+0=0

Xa(x)=1 =>(xa+xa)(x)=1+1=0

8. XA XA =Xa

XA XA = XAnAa= XA

Specijalni sluc¢aj: AS B

AnNB=A AUB =B
Xang = Xa Xaus = X8
Xa X8 = Xa Xat Xs+ XaXs= X8

Kantorova teorema

Neka je X proizvoljan skup. Postoji injekcija iz X u P(X ), ali ne postoji bijekcija izmedu tih skupova.
Dokaz: Postoji injektivno preslikavanje X -> P(X)

aeA

f: X ->P(X) tdj f(a) ={a} S X

f(a) = f(b) => {a} = {b} => a=b tj f jeste injektivna

Ne postoji bijekcija X -> P(X)

Pps: Neka je g: X -> P(x) bijekcija

a€EX=>g(a) €X

DefiniSemo novo preslikavanje h(x) = xgx (X) + 1

h(x) ={1, zax/€ g(x) ili 0,zax€ g(x) € 2X

h = xa gde je A = {x|x/€ g(x)}

Iz ACP(X) i g je surjekcije zakljucujemo postoji a, € X za koje je g(ao) = A

h(X) = Xg(ao) (A0) + 1 = Xa (20) => 1 = 0 kontradikcija

Kardinalnost skupova

Definicija

Neka su A i B skupovi.

- Kazemo da je skup A kardinalnosti manje ili jednake od B, i piSemo |A| < |B],
ako postoji funkcija A =¥ > B.

- Kazemo da je kardinalnost skup A jednaka kardinalnosti skupa B, i piSemo

|A| = |B|, ako postoji funkcija A ="+, B

- Kazemo da je skup A kardinalnosti strogo manje od B, i piSemo |A| < |B], ako je
|A] <|B|i|A]/=|B].

Osobine kardinalnosti:

Neka su A, B, C skupovi. Tada vazi:

1. |A| = |A]. ida: A-M> A

2.Ako je |A| = |B|,ondaje |B| = |A]

f: A2 > B =>fh B-11 > A




3.Akoje |A| =|B|i|B|=]|C|,tadaje |A| = |C|

izf: A-Y1,->B i g:B-Y1.->C sledi gof: A-*1->C

gofje 1-1

gof (x1) = gof (x2) =">x1=x,

gof (x1) = g°f (x2) => g(f(x1)) = g(f(x2)) =87 1> f(x1) = f(x2) =* 17> x = x,
g°fjena

zeC

g je na=>postojiy EBtd g(y) =z

fjenaiy €B=>postojix EAtd f(x) =y

Dakle z = g(y) = g(f(x)) x-&"-> z

4. Ako je |A| =|B|,ondaje |A| < |B|i|B| < |A]|
f:A-11.->B

f: A-Y1>B => |A| < |B]

f1: B-11->A => |B| < |A]

flje1-1

i/fHys) = FHy2) ="> yi=y2

f(fHya)) = f(f*(y2)

fof H(y1) = fof(y2) => ids(y1) = ids(y2) => y1=y2

5.Akoje |A| £ |B|i|B|<|C|,ondaje |A| <|C]|
f:A-1>B

g: B-11->C

gef: A-11->C

6. (Kantor-Bernstajnova teorema) Ako je |A| < |B| i |B| £ |A|, ondaje |A| = |B|
Ako postoji A-¥1-> B i B-1-> A onda postoji A-*1.-> B
Pomocnalema: Ao 2 By 2 A1 i |Ao|=|A:]| tada je |Ao| = |Bo|

Dokaz leme: Neka je f: Ap-""a-> As (%) Pxay

Ans1:= f[An] ABC Y

Bns1:= f[Bn] ~ PRI C x»l:,\\gj

Ao 2 Bo 2 A1 /g C 4bex  oeuodu

f[Ao] 2 f[Bo] 2 f[A1]=>A12B1 2 A, N j? Ca SD{}:/F [HE}

Generalno A, 2 B, 2 Avx ( : &
kaga & F

Cn := An\Bn

f[Cn] = f[An\Bn] =*> f[An] \f[Bn] = An+1\Bn+1 = Ch+1 519 [#u R g[ﬂUEEB}

C=U Cy (n20) sve Srafirano na slici
D = Ao\C sve nesrafirano
C' = UG, (n21)sve Srafirano sem Co
f[C] = f[UCh] (n20= U f[Ci] (n20)= UCh11 (n200= UCh (n21)=C’
Ao=CUD,CND=@ By=C'UD,CND=0
g: Ao-11ha->Bo
g={f(x),zax€C x,zaxeD
gjena
yEBo=>yeCiliyeD
akoyeC' =>y €A,
fje na
=> postoji XEA, tdj f(x) =y
=>g(x) =y
akoyeD=>g(y)=vy
gjel-1
8(x1) = g(x2) € Bo
=>g(x41), 8(x2) € C' ( g(x1) = f(x1), g(x2) = f(x2) kako je f 1-1 onda x1=x,)
ili
=>g(x1) = g(x2) € D ( g(x1) = 1, 8(X2) = X2 onda x1=x)




Dokaz K.B.T.

f: A-11>B ;

g: B-11>A ’

f[A] < B/en

glB]S A 5
glf[Al] < g[B] SA (A1 S Bo S Ao) g ™
Ao -F1oa-> f[Ag] - 1ha-> g[f[Ao]] = As v

= |Aol=| Al 308t

Kakoje Ao 2Bo 2 A1 i |Ao|=|A1| primenom leme dobijamo:

|Ao|=|B[=|g[B]|

B-*!na-> g[B] => |g[B]| = |B]|

Dakle |A[=|g[B]|=|B|

7. (Berstajnova teorema) Za svaka dva skupa AiBvazi |A| < |B|ili |B| £ |A]

Cas 7 Prebrojivi i neprebrojivi skupovi

Definicija

Skup A je prebrojiv ako je iste kardinalnosti kao i skup prirodnih brojeva (tj.

|A| = |N|). Oznaka za |N| = RO (alef-nula)

Definicija

Skup A je konacan ako ima n elemenata, gde je n prirodan broj. Ako A nije konacan, kazemo da je beskonacan.
Skup A je beskonacan ako i samo ako postoji pravi podskup A’ € A takav da su A i A" u bijekciji.

Tvrdenje

Skup prirodnih brojeva je beskonacan.

Dokaz: A=N/{0} c N

Da li postoji bijekcija N->A?

f(n) = n+1

fjel-1

f(ny) =f(n2)=>n1+1=n+1=>n1=ny

fje na

n€EA (znamo da je n# 0)

f(n-1)=(n-1)+1=n€N

=> N je beskonacan

Definicija

Ako je skup A konacan ili prebrojiv, kazemo da je najvise prebrojiv. Ako skup nije najvise prebrojiv, onda je
neprebrojiv.

X — prebrojiv

f:N-TLa->X

f(0) =fo; f(1) =f1; f(2) =f, ... f(n) = fn .... X = {fo, f1, T2,...f,,...} <- elemente skupa X moZemo da indeksiramo
Pr. 1: Z je prebrojiv

D|‘L.L|3,L||E]G,__{lgl

N R A A
f(n)={n/2, n je parno ili o -1 4 -z 2 -3 | ST

-(n+1)/2, n je neparno
Pr.2: Ako je A € N beskonacan, onda je A prebrojiv
Definisemo niz (An, an) NEN

Ao =A ,do= min(Ao) A=2N (skup parnih brojeva) = {0, 2, 4, 6, 8, }
A; = Ao\{ao}, a1 = min(A;) A.={0,2,4,6,..}a0=0

oo A = An\{an}, ans1 = min(Ans1) A1={2,4,6,.}a1=2

Tadaje A={ao, ai, ... an, ... EN A;=1{4,6,8..}a,=4

f: N-21->A A;=1{6,8,...}as=6

f(n) = an 0->0 ; 1->2 ; 2->4 ; 3->6

f(n) =2n



a f (N

w e v

. .. qJ/ - e o
Pr. 3: NxN je prebrojiv Q?H & Lo, ﬁ—l W (0,33
f: NxN ->N : L v ” 17"}}{1
f(m,n)=? (100" U’ U2 (3D
broj parova pre (m, n): ’[2‘0_?' ’ 2, )1'55, ’ 12,3 (23)
1+2+...4(m+n)+m PR

7 (23)

1 je br el na 0. dijagonali an’ BN 02 “

2 je br el na 1. dijagonali '

m+n je br el na (m+n-1)oj dijagonali

u (m+n)toj dijagonali ima m elemenata pre (m, n)
=>(m,n) je 1+2+...+(m+n) + m + 1 po redu

Ako je neki par k-ti po redu, slika se u k-1 (npr (1,1) je 5. po redu a slika se u 4)

Dakle
f(m, n) = 142+...4(m+n)+m+1-1 = % (m+n+1)(Mm+n) + m

1. Ako je Psin(X) = {ASX | A je konacan} tada je Psin(N) prebrojiv tj vazi |Psin(N) | = [N

Dokazujemo primenom K.B.T.
f: N -> Pin(N)
f(n) = {n} S Psin(N)
f(n)=f(n’)=>{n}={n"}=>n=n’
g: Psin(N) > N
g({ay, az,...an}) = 281+ 232 4+, +2°"
gjel-1
g({al, az,...an}) = g({bl, bz,...b|}) =?> {a1, az,...an} = {b1, bz,...b|}
2314232 4 4230 = 2014 202 4  42b
Mozemo prepostaviti da je
a1< ax<...<ani by < b<...<b
Tvrdimo da je a, = b
pps an # by
Bez gubitka opstosti neka je a, < b
ans1 < by
2an+1$ 2b| *
2214232 4 423< 1+ 2 4 224,42
< (1%(1-22m1))/(1-2) = 22m1-1
<2 -1
< 2b|
<2014 2024 420!
=> 2714292 4+ 423" < 2P1 4 202 4 4+2Y Kontradikcija
Dakle an = b; Sada dokazujemo da a1 = bi.1 ha analogan nacin
=>{a1, ay,...an} = {b, by,...b1} tj g je injektivna
N-Y15Pa(N) i@ PioN-T2> N =KBT=> N -1 > Pgn(N) => [N| = | Pin(N) |
2. Q je prebrojiv
N-*1->Q n->n |N| <]Q]
Q-"->7Zx N
m/n->(m,nN)m€EZ n€N min uzajamno prosti
Q] <|ZxN |
ZxN-YI>NxN
f:Z-¥1.>N
(m, n)->(f(m),n) mMeEZ neN
| ZxN| £ [NxN|
IN| <|Q]<|ZxN[<|[NxN|=][N|
IN[<|Q] i [Q|<|N] =*"=>|N| = |Q]

(-] spueibhanu



3. R nije prebrojiv

Dovoljno je pokazati da skup (0,1) nije prebrojiv

pps (0,1) je prebrojiv tj (0,1) = {ao, a1, az,...}

an € (0,1) Dole je niz koji predstavlja sve elemente iz intervala (0,1)
ao = 0,a00 @01 202...

a1 = 0,310 d11d12...

a; = 0,azax a...

an = 0,an0an1 anz...

a=0,ap a1 .... ann...

ai={0,akojea;z0 1,akojeai=0 zasvei €N (Ovo je Hanterov metod dijagonalizacije)
a € (0,1) = {ao, as,...} => postoji k € N tdj a = ak

ak = O,ako ak1 .....Akk...

a=0,ag a1 ... Akk---

ak # akk => az#ay kontradikcija

Dakle (0,1) nije prebrojiv pa ni R nije prebrojiv

4. N x N je prebrojiv

5. Z je prebrojiv

6. Ako je ASN onda je A prebrojiv

7. P(Q) nije prebrojiv

8. P(N) nije prebrojiv

4. 2" nije prebrojiv.

Pokazujemo sledece:

IN| = xo—alef nula

|R| = c—kontinuum

Xo<C

VaZi sledece (+ dokaz): |R| < |P(Q)]| = |P(N)| = [2V] < |R]

1) [R] < |P(Q)]

f: R-11-> P(Q)

reR

f(r)={qeQ | g<r}=(-o0,r) NQ

fje “1-1”

Neka je ry # 2 (r1, r. € R) bez gubtika opstosti neka jeri<r;
Postoji g € Q tdj r; < q < rytada g/€f(r1), q€f(r2) pa je f(ri)=f(r2)
Zasto postoji racionalan broj izmedu svaka dva realna broja?
a, b € Ria<b ="> postoji g€Q tdj a<q<b ao bo
a=ag,aiaz... agb€Z 11,5347112,45198 q=11,6
b = bg, bibs... a1, a, by, b, cifre iza zareza

ako je ag < bg trivijalno

ako je ag = bo

izaberemo n takvo da je ai = bi za i<n

a=ap,a1a»as...an + malo

b=bg,bib,bs...b, + malo b,>an jer b>a

g ima konacno decimala =>q € Qi a<q<b

ako je bn+1=bn+2=...=0 trazimo najmanje m>n td. an # 9 (ako su sve 9tke posle a, => a=b)
Am = amt+l

a < q = ,31@2...@n@n+1...dm-18m < b i QEQ



2. Pokazacemo opstije tvrdenje Ako je |A|=|B| onda je |P(A)| = |P(B)| Dokaz:
f:A-11.->B, g: P(A)-->P(B)

XEP(A) => xSA

g(x) = f[x] < B =>g(x) € P(B)

Da li je g bijekcija?

gjel-1:

g(x1) = g(x2) =">x1=x2 X1, X2 €A

ako je g(x1) = g(x2) => f[xa] = f[x.]

Pps x1#x;

x1\Xz2 # @

To znam da postoji a€xi\xatj a€x; i a/Exa

aEx; => f(a) € f[x1] = f[x2] tj f(a) € f[x2]

=> postoji b € x, tdj f(b) = f(a) => b = a € x, kontradikcija
fijel-1=>x1=x

gjena:

y € P(B) Da li postoji ? €P(A) tdj g(?) = N (neironicno pise znak pitanja)
N € Bif je na => postoji XA tdj f[x] =y pa je g(x) =f[x] =y
Specijalno za A= N i B=Qvazi¢e [N| = |Q| => |P(N)]| = |P(Q)|
3.0 :P(X) > {0, 1}* definisana sa ®(A) = xa je bijekcija.
Dokaz:

{0,1}=2

Da li je @ injektivna?

D(A) = D(B) => xa = xs <=> A=B

Da li je @ surjektivna?

fe2X=>f:x->{0, 1} Nekaje C:=f[{1}] EX f=xa

4. |2V|< |R| f:2V-11>R

2N={f|f:N -> {0, 1}}

g € 2" => g:N->{0, 1}

f(g) = 0,a0a1...an... gde je ai=g(i) € {0, 1}

Ako je g1 # g, (g1, g € 2V) tada ée f(g1) i f(g2) imati bar jednu razliditu cifru iza zareza.
=> f(g1) # f(g2) => f jeste 1-1

Definicija

Skup A je moci kontinuuma ako je |A| = |[R|. Oznaka za |R]| =c.
Aksioma izbora

Tvrdenje

Neka je A neprazan skup. Postoji A-11-> B ako i samo ako B-"3->A,
Dokaz:

1. implikacija

Neka je f: A-11->B, pokazimo da postoji B-"->A.

Izaberimo ag € A takvo a postoji jer je A neprazan skup
definisimo g: B-"2->A

g(b) = {ao ako b/ef[A] a ako bef[A] pricemuf(a)=Db

f je 1-1 pa ne mogu dva razli¢ita elementa da se slikaju u b

g je dobro definisano

Ako je g(b) =aig(b) =a' Pokazimodajea=a’

I) ako bz f[A] =>a=a’=ao

I1) ako b = f[A]

na osnovu definicije g

g(b)=a =>f(a) =b izovadva f(a)=f(a’) pajea=a’
g(b)=a’"=>f(a’)=b uslova fje1-1

g je na, xEA

X = ao, svi elementi iz B\f[A] se slikaju u ao pri preslikavanju g
X#ao, neka je b=f(x) tada je g(b) = x



2. implikacija

Neka je f: B-"*-> A

Pokazujemo da postoji

g:A->B takvo da je feg = ida (ako je fog 1-1 onda je i g 1-1)

Za svaki a€A =>f1[{a}] # @ jer je fna

izaberemo b € f1[{a}]nf1[{a’}]

b € fl[{a}] =>f(b)=a

befl[{a’}]=>f(b)=a’ =>a’=a

Drugim re¢ima f1[{a}]nf1[{a’}] = @ ako je a#a’ Za razli¢ite elemente a€A razliiti su skupovi
f[{a}]. 1z svakog od skupova f'[{a}], a€A izaberemo po jedan element koji oznatavamo b..
Hodemo g: A->B g(a) = b, -> izabrani element iz skupa f1[{a}]. Ako je a#a’, tada je
f[{a}]nf*[{a’}] = @ => b.#by

g(a) #g(a’) g jeste 1-1

Koristili smo izbor po jednog elementa iz nepraznih medusobno disjunktivnih skupova f*[{a}]
Deluje ocdigledno da mozemo to uraditi, ali nijedna od dosadasnjih aksioma nam to ne omogucava. To nam
omogucava aksioma izbora.

Aksioma izbora

Neka je dat skupa F ¢iji su svi elementi neprazni i medusobno disjunktni skupovi. Tada postoji skup
C takav da je C n X jednoclan za sve X € F. Taj skup se naziva izborni skup ili transverzala.
Aksioma dobrog zasnivanja ili regularnosti

Svaki neprazni skup A sadrZi element atakavdajeAna=0

Tvrdenje (posledice aksiome regularnosti)

1. Ne postoji skup x takav da je x € x

PPS postoji x € x

Posmatramo A = {x}, x€A, x€éx } Anxz@ X je jedini element skupa A i Anxz@

=> ovo je u kontradikciji sa aksiomom regularnosti

2. Ne postoje skupovi xiytakvidax Eyiy € x

PPS Neka x Ey iy € x za neke skupove x iy

Posmatrajmo skup A = {x, y}

YEX i YEA => Anx# @ Kontradikcija sa aksiomom dobrog zasnivanja jer su

XEy i XEA => Any# 0

3. Ne postoji niz skupova x0, x1,x2, .. .takvihdajex03x13x23....

PPS postoji niz xo, X1, X2 takav da je Xo 3 X1 3 X2 3 Xs...

Neka je A = { xo, X1, X2...} zasvakoi€{0,1,2,..}

Xisr EXi 1 X1 EA => Anxiz @ Kontradikcija sa aksiomom dobrog zasnivanja
Tvrdenje: Ako jex U {x} =y U {y},ondajex =y

Dokaz: PPS xzy

X € xU{x} =yU{y} =>xey ilixe{y} tjx =y

Kako je pretpostavka xzy => x€y

Slicno,

y € yU{y} = xU{x} => yex ili ye{x} tj y = x Kako pretpostavka xzy => y€Ex

Dakle x€y i yex Kontradikcija sa 2. posledicom aksiome regularnosti

Cas 8 Prirodni brojevi

Peanove aksiome:
M1 0 je prirodan broj.
M2 Ako je x prirodan broj, onda je i x’ prirodan broj.
M3 Ako su x i y prirodni brojeviix'=y’,ondajex=y.
N4 Za svaki prirodan broj x vazi x’ # 0.
N5 Neka je @ svojstvo prirodnih brojeva za koje vazi:
1) 0 ima svojstvo O;
2) Ako prirodan broj x ima svojstvo @, tada i x’ ima svojstvo O. 0 - simbol konstante
Tada svaki prirodni broj ima svojstvo O©. " - unarni funkcijski simbol



Peanove aksiome opisuju prirodne brojeve ali ne govore na koju strukturu se ta¢no misli!
Fon Nojmanov model prirodnih brojeva zasnovan na teoriji skupova:

0:=0¢, 1:={0}, 2:={0,1}, 3:={0,1,2},...

Preciznije,0:=0, n'=nuU{n} i N:={0,1,2,...}

Tvrdenje
Fon Nojmanov model prirodnih brojeva zadovoljava Peanove aksiome.
Dokaz: Aksiome M1 i N2 trivijalno vaze.

Aksioma MN3:

Ako je m’ =n’ => mU{m}=nU{n} =Prematvrdenjuiznad, 3 = py
Aksioma N4

neEN n"=nU{n} => nen’ => n'#@ => n'=0
Aksioma N5:

Neka je ® proizvoljno svojstvo prirodnih brojeva i neka vaZi:

1) ®(0) je tacno

2) Za sve n ako je ®(n) tacno, tada je i ®(n’) tacno

Da li je @(n) za sve prirodne brojeve n?

Neka postoji meN takvo da ®(m) nije tacno

=>m=#0 =>postoji m; €N tdjm;"=m =m;U{m,}

Na osnovu svojstva 2) ako ne vazi ®(m) onda ne vaéi ni ®(m1) jer je my" =m
=>®(mi) nevazipam; 0

=>postojim, ENtdjm;’=m; =>m; Em;

Kako ne vazi ®(m;) ne vazi ni O(m,)

=>m; # 0 pa postojims E Ntdjmz=my=>m3z Em,

Nastavkom dobijamo niz m3m;3m,3ms... Kontradikcija na osnovu posledice 3 aksiome regularnosti
Aksiomu M5 nazivamo aksiomom indukcije:

uslov 1) nazivamo baza indukcije

uslov 2) nazivamo induktivni korak

Princip matematicke indukcije

Neka je @ svojstvo prirodnih brojeva za koje vatzi:

1) tacno je ®©(0);

2) ako za prirodni broj n ta¢no ®(n), onda i tacno i ®(n + 1).

Tada je za svaki prirodni broj n tacno ®(n).

Uslov 1. se naziva baza indukcije, a uslov 2. induktivni korak. Formula ®(n) u induktivnom koraku
se naziva induktivna pretpostavka. Ima aritmetickih tvrdenja koja nisu tacna za nekoliko najmanjih
prirodnih brojeva, ali su tana za sve ostale. U tim slucajevima moZemo koristiti malo izmenjeni
princip matamaticke indukcije, koji glasi ovako:

Neka je @ svojstvo prirodnih brojeva za koje vatzi:

1) tacno je O(k);

2) ako za prirodni broj n = k tacno ®(n), onda i tacno i ®(n + 1).

Tada je za svaki prirodni broj n > k tacno ®(n).

Princip potpune indukcije

Neka je © svojstvo prirodnih brojeva i neka vazi: ako je ®(0), (1), ..., D(n) tacno, tacno je i O(n"),
za sve n € N. Tada vazi ®(n) za sve prirodne brojeve n.

Za prirodne brojeve x i y operacija sabiranja definiSe se sa:
m+0:=m
m+n’:=(m+n)



Princip najmanjeg elementa

Akoje AS NiAz0

DefinisSimo svojstvo ®(n): n € A tj nEN\A

Potpunom indukcijom dokazujemo da @(n) vaZi za sve nEN:
Pretpostavimo da vazi ®(0), ®(1), ... ®(n) i dokazujemo da vazi ®(n’) ako O(n’) ne vaZi onda n’€A, a kako 0,1,..,n & A
(jer vazi ©(0), ®(1), ... ®(n)) onda je n’ najmanji element u A Kontradikcija
Dakle vazi ®(n’)

Princip potpune indukcije: ®(n) vaZi za sve nEN tj nEN\A za sve nEN => N\A = N pa je A = @ Kontradikcija
Tvrdenje(osobine sabiranja)

Za sve prirodne brojeve m, n i k vazi:

I.im+n)+k=m+(n+k)

2m+0=0+m=m

.m+1=1+m

.m+n=n+m

.m+n=0=>m=0in=0

.m+k=n+k=>m=n

Dokazi:

1. (m +n) + k Dokaz indukcijom po k ®(k) (m+n)+ k=m + (n+k)

Baza indukcije: k=0 (m+n)+0=m+n i m+(n+0) = m+n => (m+n)+0 = m+(n+0)
Induktivni korak: ®(k) =*> O(k’)

(m+n)+k = m+(n+k)

(m+n)+k’ = ((m+n)+k)’ ="> (m+(n+k))’ = m+(n+k)’ = m+(n+k’)

2. m+0=0+m=m

m+0 = m (vaZi na osnovu definicije)

0+m = m Pokazujemo ®(m): 0+m =m

Dokaz indukcijom po m

bi:m=0 ®(0):0+0=0

Induktivni korak ®(m) =*> ®(m’)

Vazi ®(m) = 0+m =m (ih)

Dokazujemo ®(m’) =0+ m’=m’

0+m’ = (0+m) =m’

3m+l=1+m=m’

m+1 =m+0’ = (m+0)' =m’

(<2 V2 BEE -V}

Dokazujemo m+1 = 1+m = m’ indukcijom po m
O(m):m+l=1+m=m’

Bim=0=>0(0):0+1=1+0=1

0+0’ = (0+0)' =0’ = 1 Vaizi

lk: ®(m) =*> O(M’)

Vazi ®(m) = m+1 = 1+m

Dokazujemo @(m’) = m’+1 = 1+m’

1+m’ = (1+m) == (m+1)’ =m+1’=m + (1+1) = (m+1)+1=m’ +1
4. Analogno

5.m+n=0=>m=0in=0

PPS m#0 Tada postojim; € N tdjm =m;/’

m+n = n+m =n + my’ = (n+m,)’ # 0 Kontradikcija
6.m+k=n+k=>m=n

Indukcija po k

(k) ako m+k = n+k ondajen=m

bik=0 ®0) m+0=m nt0=n m=n

ik ®(k) => Vazi ©(k) ako je m+k=n+k onda je m=n

DOk+l)=m+k =n+k m+k’ =(m+k) in+k’=(n+k) => (m+k)’ = (n+k)’ =>aksioma 3 m+k=n+k=">m=n



Za brojeve x, y € N za koje je x =y + z, za neko z € N, definiSemo razliku broja x i broja y kao
def,
X-—y=%=2

Za prirodne brojeve x i y operacija mnoZenja definiSe se sa:
m-0 —def_ 0

m-n'=%=m-.n+m.

Tvrdenje(osobine mnoZenja)

Za sve prirodne brojeve m, m i k vazi:
I.m:-(n+k)=m-n+m-k

Dokaz indukcijom po k

d(k): m*(n+k) = mn + mk

bi:k=0 O0): m(n+0)=mn=mn+0=mn+mO0T

ik: ©(k) =7> O(k+1)

Vazi: ®(k): m(n+k) = mn + mk ih

Dokazujemo da vazi ®(k’): m(n+k’) = mn + mk’

m(n+k’) = m(n+k)’ = m(n+k) + m = (mn + mk) + m = mn + (mk + m) = mn + mk’
2.(m-n)-k=m-(n-k)

Dokaz indukcijom po k

O(k): (m*n)*k = m*(n*k)

bi: k=0 @(0): (m*n)*0=0=m*0=m(n*0)

ik: @(k) => D(k’) Vazi ®(k): (m*n)*k = m(n*k) ih
Dokazujemo @(k’) = (m*n)*k’ = m(n*k’)

(Mm*n)*k’ = (m*n)k + mn ="= m(n*k) + mn = m((n*k)+n) = m(n*k’)
3.00m=0

®(0):0*0=0

ik: ®(m) => O(m’)

Vazi ®(m) 0*m =0 (ih)

0*m’ =0*m+0="=0+0=0

4.1-m=m

5. m+n)-k=m-k+n-k

6.m-n=n-m

7.m-n=0=>m=0Vvn=0

Cas 9 Deljivost

Definicija

Neka su a, b € N. Kazemo da a deli b ili da je b deljiv sa a i piSemo a | b ako postoji brojc € Ntakodajeb=a"-c.
Teorema (o Euklidskom deljenju)

Neka sua, b € Nib #0. Tada postoje brojevi g, r € N koji su jedinstveno odredenitakodajea=b-q+r,0<r<b.
Dokaz:

Jedinstvenost — PPS: Postoje g, r, g, r’ € N tdj.

a=b*q+r, 0<r<b i a=b*q'+r, 0<r'<b

O0=b(g-q")+r—r

r'—r=b(g-q’) => b]|r-r

izuslovar<b ir<bsledi r'-r€{-b+1,-b+2,..,0, ..., b-1}

iz dva prethodna uslova sledi r' —r=0, r’ =r Kontradikcija

0 = b(g-q’), b0 po definiciji, g-q" =0 g’ = g Kontradikcija

Egzistencija

S={a-xb | x EN, a-xb € N}

SC N, S#@jera=a-0*b €S =>Sima najmanji element r na osnovu principa najmanjeg elementa

Neka je r = min(S) => postojig ENtdjr=a—qgb odnosnoa=qgb +r

Treba pokazatiO<r<b, resS => 0<r

PPSb<r r=r—b r=a-gb/+(-b)

r—b=a-gb-b=a-(g+1)b r’'=a-b(g+1) Kontradikcija jer je r najmanji element u S.




Definicija

Neka su a, b € Z. Kazemo da a deli b ili da je b deljivsa a i piSemo a | b ako postoji brojc € Ztakodajeb=a-c.
Teorema

Nekasua, b €Zib #0. Tada postoje brojevi g, r € Z koji su jedinstveno odredeni tako da je
a=qg-b+r,0<r<|b].

Dokaz:

Posmatramo sledeée slucajeve:

1. a0, b>0 svodi se na prethodnu teoremu

2. a20, b<0 tada je a=0 i —b>0 pa primenimo prethodnu teoremu

Postoje g, r € Ntdja=q(-b)+r, 0<r<|b]|

3.a<0, b>0 -a>0 primenimo prethodno tvrdenje na—a, b €N
Postojeq,rENtdj—a=bqg+r, 0<r< b

a=(-qb-r, 02-r>-b

a=-gb—r+b-b=(-g-1)b+(br) -g-1=q" b-r=r

0<b-r<b=|b|] =>0<r<|b|

4.3a<0,b<0 -a>0 i -b>0 Primenjujemo prethodnu teoremuna—a,-b €N
=>postojeq,rENtdj—a=q(-b)+r, 0<r< -b

a=qb-r, b<r<o0

akojer=0gotovo0<0< |b]|

ako je r>0

a=gb-r+b-r=(g+tl)b+(-b-r)=g’b+r b<-r<0/+(-b)

0<-b-r<-b => 0<r' <|b|

Jedinstvenost se pokazuje isto kao u prethodnom tvrdenju

Definicija

Broj d € N je zajednicki delilac prirodnih brojevaaibakod | aid | b. Za takav broj d kazemo da je najveci zajednigki
delilac brojeva ai b ako d’ | d za svaki zajednicki delilac d’ tih brojeva.

U tom slucaju piSemo d = nzd(a, b)

Definicija

Broj s € N je zajednicki sadrzalac prirodnih brojevaaibakoa | sib | s. Za takav broj s kazemo da je najmaniji
zajednicki sadrZalac brojeva a i b ako s | s’ za svaki zajednicki sadrzalac s’ tih brojeva. U tom sluéaju piSemo

s =nzs(a, b).

Tvrdenje

Ako je a=bqg + ronda je nzd(a, b) = nzd(b, r).

Dokaz:

D1 — skup zajednickih delilacaaib D, — skup zajednickih delilacabir

Di={d€Z| d|a, d|b} D.={d€Z]| d|b, d|r}

Dokazujemo da je D1 =D,

1.D: €D, 2.D, €D

deD;=>d]|a, d|b deD,;=>d]|b,d|r
r=a-bqg a=bg+r

Kakod|aid|b patimeibq Kakod|rid|b patimeibqg
d|t (t=a—bqg)=>d €D, d|(bg+r) patimed|a=>d €D,

Iz1i2 vidimo D; = D, => max(D1) = max(Dz) tj NZD(a,b) = NZD(b,r)



Euklidov algoritam

Euklidov algoritam predstavlja postupak za odredivanje najveceg zajednickog delioca datih celih brojevaaib # 0.
Sastoji se od uzastopnog primenjivanja teoreme o euklidskom deljenju za cele brojeve. Prvo, broj a pri deljenju sa b
daje neki koli¢nik q1 i ostatak rl1. Ako je rl # 0, moZzemo podeliti b sa r1. U tom slucaju dobijamo koli¢nik g2 i ostatak
r2 . Ako je r2 # 0 nastavljamo postupak sa brojevima r1ir2. Postupak se zavrSava kada dobijemo ostatak koji je
jednak nuli. Algoritam moZemo predstaviti shemom

a=bgqi+n 0<r <|b]
b=rig2+n 0<rn <n
ri=ryqs+rs 0<r3s <np

niz ostataka |b|>ri>n>..>rma>rn>...20
Fn-3= rn-20n-1+ -1 0< 1< je strogo opadajuci ogranicen nulom. Prema tome postojin € N
Fn-2 = Mn-10n + I'n 0<ry, <1 tdj rn+1 = 0 Na osnovu prethodnog algoritam se zavrSava u konaéno
Mn-1= MQn+1 + Met 0<rp <rp mnogo koraka. NZD(a, b) ¢e biti poslednji ne-nula ostatak.
NZD(a,b) = NZD(b, r1) = NZD(r1, rz) = ... = NZD(rn-2, rn-1) = NZD(rn-1, rn) = NZD(r*gn+1, rn) = In

Tvrdenje (Bezuova relacija)
Ako je nzd(a, b) = d, onda postoje brojevixiy tkd ax+ by =d.

Dokaz:
NZD(a, b) = rn = rn2 = rn-10n = -2 = (fn-3 = M-20n-1)0n = -Qnfn-3 + (140n-1Qn)rn-2 = ... = ax + by
Nekaa, b€z

aldo
Mo = |;) 0 ﬂ
Mhn.1 dobijamo od matrice M, jednom od sledecih transformacija:
T1: MnoZenje vrste celim brojem i dodavanje drugoj vrsti;

T,: MnoZenje vrste sa -1;
Ts: Zamena mesta vrstama.

Tvrdenje X pq
Neka je M“=|; s t|.Tadajex=ap+bgiy=as+bt.

Dokaz: Indukcijom po n:

n =0 Iz matrice Mo dobijamox=a,p=1,9=0 i y=b,s=0,t=1

a=a*1+b*0 i b=a*0+b*1
XI pl ql
> Mpa=|ly s t

X pq
n->n+1 My=|y s t

(ih) x = ap + bq dokazujemo X' =ap’ + b’

y=as +bt > y'=as’ +bt
Matricu Mn.1 smo dobili na jedan od sledecih nacina:
1. Zamenom vrsta

X p q y s t] xX=y="=as+bt=ap’+bq’
y s t] " |x p q| Yy =x="=ap+bg=as’ +bt’
2. MnoZenjem jedne vrste sa -1 (bez gubitka opstosti pretpostavimo da smo prvu vrstu pomnotZili sa -1)

" p q] [x -p -q] X' =-x=-(ap+bq) = a(-p) + b(-q) = ap’ + bg’
s t|7ly s t

x

~

<

MnoZenjem jedne vrste sa a € Z i dodavanjem je drugoj(bez gubitka opstosti prvu ¢emo pomnotziti i dodati drugoj)
P al [x p qj X'=x,p' =p,q =q => x' =x=ap+bq=ap’ +bq’

= |ly+ax s+ap t+aq| y'=y+ax=as+bt+a(ap +bqg)=a(s+ap) + b(t+ag) = as' + bt'

=
m\
|~



Tvrdenje X p q

Neka je M, =|;/ S ;| Tada je NZD(a, b) = NZD(x, y).
Dokaz:

Indukcijom po n

Bi: n =0 vaizi

L Vo

Mh=|y s t > Mpaa=| y' st

(ih) NZD(x, y) = NZD(a, b) ———> dokazujemo NZD(x', y') = NZD(a, b)

1. Mn:1 dobijeno od M, zamenom vrsta

NZD(x', y') = NZD(y, x) ="'= NZD(a, b)

2. M1 dobijeno od M, mnoZenjem vrste sa -1

NZD(x’, y’) = NZD(-x, y) = NZD(x, y) ="= NZD(a, b)

3. Mn:1 dobijeno od M, mnoZenjem vrste sa a € Z i dodavanjem drugoj vrsti
NZD(x’, y’) = NZD(x + ay, y) = NZD(x, y) ="= NZD(a, b)

Dakle ako je Mn=E p ﬂidzo,tadaje NzD(a, b) = NZD(d, 0)=d i d=ap+bq
0 s t

Definicija

Brojevi a, b € Z su uzajamno prosti ako je NZD(a, b) = 1.
Tvrdenje

Ako a | bciNzZD(a,b)=1o0ondaa | c.

Dokaz:

na osnovu Bezuove relacije postoje p, g € Ztdjap + bq =1/ *c
apc+bqgc=c kakoalapc i a|bgc sledi alc

Tvrdenje

Neka je d =NZD(a, b), a=d*a’, b=d * b’ tada je NZD(a’, b’) =1
Dokaz:

PPS: NZD(a’, b’)=d’'>1

a’=d *a” i b’=d *b”

a=d*a'=d*d"*a” i b=d*b'=d*d *b”

=>d*d |a,b i d>1 => d*d’>d Kontradikcija jer je d = NZD(a, b)
Tvrdenje

Neka je d = NZD(a, b), tada je NZS(a, b) = |ab]/d

Dokaz:

S=|a*b|/d dokazujemo da S = NZS(a, b)

a=d*a’ i b=d*b’

S=|d*a’ *d*b’'|/d=d*|a’|*|b’| => a|Sib|S =>S jeste sadrZalac

Da li je S najmanji sadrzalac?

Neka je t neki drugi sadrzalac brojevaaibtj alt i b|t

t=a*a” =b*b”

t=d*a’*a”’=d*b’" *b” => a’a” =b’b” odnosno a’|b’b”” NzD(a’,b’)=1 pa a’|b”
b’ =a"*I

t=d*b’ *b”"=d*b’ *a’ *| i S=d*|b’|*|a’"|] => S|t

Dakle S = NZS(a, b)



Cas 10 Diofantove jednacine

Definicija

Diofantova jednacina je jednacina sa celobrojnim koeficijentima kod koje trazimo reSenja u skupu Z.

Primer: Jednacdinaax=b, gdesua, b €Zia # 0 je Diofantova jednacina. Ima reSenje u Z ako i samo ako a | b.

U nastavku ¢emo posmatrati Diofantovu jednacinu oblika ax + by = c. (*)

Teorema

Jednacina ax + by = ¢, gde je a, b # 0 ima celobrojna resenja ako i samo ako NZD(a, b) | c. U tom slucaju opste resenje
ove jednacine je

¢ *
nzd(a,b) nzd(a,b)

b c
y=q*

T
nzd(a,b) t nzd(a,b) teZ

x=p*

gde su p i g dobijeni pomocu (obrnutog) Euklidovog algoritma takvi da vaZi ap + bg = nzd(a, b).
Dokaz:

1. implikacija 2. implikacija

Neka (*) ima resenje Neka je d =NZD(a, b) | ¢

(xo, Yo) — jedno resenje xo, Yo €Z c=d*c

Neka je d = NZD(a, b) postoje p,q € Ztdjap + bg =d/c’

dla,b d]axo+byo => djc a(pc’) + b(qc’)=c => (pc’, gc’) jedno resenje (*)

Sta je opste redenje jednacine (*)?
C

Neka je (xo, Yo) = (pc’, qc’) gde je ¢’ = p, g su dobijeni iz Bezuove relacije NZD(a, b) = ap + bq

NZD(a,b)
a=d*a’ a’|b’(y-yo), NZD(a’,b’)=1 => a’'|y-yo
b =d*b’ b’|a’(x-x0), NZD(a’,b’)=1 => b’|xxo
NzZD(a’, b’) =1 X —Xo = b"*t tez
axo+ byo=c =>Xx=Xo+b'*t
ax+by=c a’*b' *t = -b'(y-yo) /b’
a(x-xo) + b(y-yo) =0 a’*t=-y+yo
a(x-xo) = -b(y-yo) /d =>y=yo—-a’

a’(x-xo) = -b’(y-yo)

Dakle opste resenje jednadine (*)je: x=p*c/d +t*b/d y=q*c/d - t*a/d
gde je d=NZD(a, b)ivaziap+bg=c

Prosti brojevi

Definicija

Ceo broj p > 1 je prost ako su jedini delioci tog broja 1 i p. Ceo broj n > 1 koji nije prost je sloZen.

Tvrdenje

Postoji beskonac¢no mnogo prostih brojeva.

Dokaz:

PPS da prostih brojeva ima kona¢no mnogo: pi, p2, ..., Pn Posmatramo broj k =p;: * p2 * ... * pn + 1 prema tome
pitk 1€{1,2,.., n}sledidak#p,i€{l,.., n} prema tome k je sloZen broj.

=> postoji prost broj q koji deli p tada je q = p; za neko j€{1, ..., k} pa p; | k Kontradikcija

Tvrdenje

Ako je p prost brojip | ab,ondajep | ailip | b.

Dokaz:

Neka p|ab i pretpostavimo da pta dokazujemo da p|b

ako NZD(a, p) > 1 onda NZD(a, p) = p jer je p prost broj

Iz ovoga sledi p|a Sto nije tacno pa NZD(a, p) =1

plab i NZD(p,a) =>plb

Vazii opstije: ako p|aiaz...ax => plaz ili plaz ili ... ili p|ak



Tvrdenje

Svaki prirodan broj veéi od 1 je prost ili se moZe predstaviti kao proizvod prostih brojeva.
Dokaz:

Potpunom indukcijom po n.  ®(n): n je proizod prostih brojeva

Dokazujemo za sve n>2 vazi ®(n) potpunom indukcijom po n

bi: n =2, n = 3 prosti brojevi => vazi ®(2) i O(3)

ih: Pretpostavimo da je za svaki prirodan broj manji od n zadovoljeno svojstvo @ tj za svako k < n, k je proizvod
prostih brojeva

Dokazujemo da je n proizvod prostih:

-ako je n prost broj: onda vazi ®(n)

-ako je nslozen:n=m*k 1<m k<n

po ih mi k su proizvodi prostih brojeva pa je n = m * k proizvod prostih brojeva

Osnovna teorema aritmetike

Svaki prirodni broj veéi od 1 moze se predstaviti u obliku proizvoda prostih brojeva na jedinstven nacin (do na
redosled prostih faktora).

Dokaz:

Na osnovu prethodne teoreme znamo da je svaki prirodan broj proizvod prostih, pokazimo da je zapis tog proizvoda
jedinstven (do na redosled ¢inilaca)

Neka je n = p:®* p222...pc%* = q1”* q2%...q°' &, bi> 1

P1<P2<P3<..<Pk, O1<2<...<q

zasvakoi € {1, ..., k} pi|n=qg:®*q.°%..q"

Postojij € {1,..., 1} td pi| q; pa pi = q;

Dakle {ps, ..., px} € {qs, ..., qi}

Analogno se dokazuje da je {q1, 92, ..., 91} € {p1, P2, ..., Pk}

=>{p1, ..., P} ={qs, ..., i} pajek=I

Kako je pi<pa<...<px i Qi<0g:<...<qi zakljuc¢ujemo p1=q1, p2=0z, ..., P« = Qi

Za sada imamo:

n = ppa?2.. o = p1Pipat2...pit/pat

ako je nprai<b;

P20 = p P P2 pP*  bi—ar>1

p1t p1| Kontradikcija

Dakle a; = by pa vazi
P22 ... pi* = p22...px

bk i nastavkom postupka dobijamo a; = by, ..., ak = b

Kongruencije po modulu

Definicija
Neka je m prirodni broj veci od 1. Kazemo da su brojevi a, b € Z kongruentni po modulu m i piSemo
a=b(modm)iliasnbakom | (a-Db).

Tvrdenje

Relacija =m je relacija ekvivalencije.

Dokaz:

(R) a=majerm|a-a=0 (TYasmb i b=mc => as=mc?
(S)a=mb ="> b=pna mla-b i m|b-c

asmb => mla-b => m]b-a=-(a-b) =>m]a-c = (a-b)+(b-c) => a=nc

=> b=a



Tvrdenje

Ako jea=al (mod m)ib=bl(modm)ondaje:

1)a+b=a;+b; (modm)

2)ab=ajb; (modm)
3)a"=a;"(mod m), zasven>1.
Dokaz:

1) m|a-a; i m|b-b; => m|(a-a1) + (b-b1) => m|(a+b)—(a1+b1) => a+b=a;+b;

2) ab —ajb; = ab —a;b+ a;b—aib: = a1(b—b1) + b(a—al)

3) Indukcijom po n:
n=1 alt=a,bl=b
a=m b (dato)

(ih) Neka je a" = b"
n —> n+l:
a™l=a"*a
a"=, b" i

an+1 =m bn+1

asmb =2> a™a =, b"*b

Tvrdenje

Nekad | a,b,mi nekajea’=%, b’=§ im’
Dokaz:

1. implikacija

Neka jea=m b

m|a-b

a-b=m*k zanekok €Z
da’ — db’ = dm’*k/d
a’—b' =m’k

pam’|a’- b’

tj. a'=mb’

Jednacine sa kongruencijama

=> m|ab—aib: tj. ab=yaib:

= % . Tadaje a=m b akko a’' = b’

2. implikacija

Neka je a’=wb’

m’|a’—b’
a’—b'=m’*lzanekol €Z
da’ —db’ =dm’l

a—-b=ml

pam|a-b tjaz=mb

Posmatrajmo jednacinu ax =b (mod m) gde su a, b € Z?
Kada jednacina ima resSenja i Sta su reSenja te jednacine?

ax =m b akko m|ax—b
akko ax — b =m(-k) za neko k € Z
akko ax + mk = b, za neko kez

ax =m b ima resenje akko ax + mk = b ima resenje akko NZD(a, m)|b
Neka d = NZD(a, m)|b Sta su redenja ax =n b?
Prema prethodnom tvrdenju, dovoljno je da reSimo

d

g:a' ) sz', m:m'

d d d

IzNZD(a', m')=1

=> l=a'p+m'gzanekep, g€z
=>1=.a’p/*b’

b’ = /(b))

2y Em/dg tj. a’x=w b’ gde je NZD(a’, m’) =1



Pokazimo: a’x = b’ akko x=n pb’

=>:1a'XEw b’ i p=wp=>a’px=wpb’ ap=wl

X=m pb’

<= XSy pb’ i a'Ewa =2> a'x=yapb’ aps=wl ax=w b’

Skup reSenja jednacine a’x=w b’ su  x=n pb’ tj reSenja su {pb’ + m’t | t € Z} (samo jedno resenje je 2 0 i <m’)
ax=mbgded=NzZD(a,m) | b

Koliko ova jednadina ima reSenja 20 i <m?

Ima ukupno d resenja u intervalu [0, m) ima po jedno resenje u svakom od sledeéih intervala:

[0, m’), [m’, 2m’), ..., [(d-1)m’, dm’) dm’=m

Vilsonova teorema

Ako je p prost broj tada je (p - 1)! = -1 (mod p).

Dokaz:

zap=2(2-1)!=11=1 1=-1(mod2)jer2|1-(-1)=2

zap=3(3-1)!=21=2 2=-1(mod3)jer3|2-(-1)=3

Kadajep=>5

Nekaa€{2,3,4,..p-2}

Posmatramo jednacinu ax = 1 (mod p)

NZD(a, p) = 1 => jednacina ima jedinstveno reSenje u intervalu [0, p) Neka je to resenje Xa:

Pokazimodax.€{2,3,4,..p-2}

PPS:xa=0 a*0=1 (mod p) Kontradikcija
Xa=1 a*1=1(modp) pla-1 (a-1)€{1,2,3,4,..p-3} Kontradikcija
Xa=p-1 a*(p-1)=1(modp) ap—-a=1 a=-1 pla+tl (a+1l)€{3,4,5,..p-1} Kontradikcija

Pokazimodajea#x,zasvea€{2,3,4,..p-2}

PPSa=x.zanekoa€{2,3,4,..p-2}

a*xa=a’=1(mod p)

pla*-1

pl(a-1)(a+1) => pl(a-1) ili p|(a+1)

(a-1)€{1,2,3,4,...p-3} i (a+1)E{3,4,...p-1}

Medu brojevima 2, 3, ..., p-2 imamo ukupno p7_3 parova (a, Xa)

(p-1)! = 1*2%3*_*(p-2)*(p-1) = 1*(2x2)*(3%3)*...*¥(p-1) =, 1*¥1*1*¥1*...*(p-1) =, p-1=5,-1

Dodatno objasnjenje: (a, xa) i (b, xv) Ako je a#b da li moZe biti xa = x,?
Pretpostavimo da je xa = X

a*x, =1 (mod p)

b*xp = b*xa =1 (mod p)

a*x, = b*x, (mod p)

pla*xa - bxa = xa(a-b)

NZD(p, xa) =1 = pla-b
a-b € {-p+4, -p+5, ...,0, 1, 2, ..., p-4}
pla-b=>a=b Kontradikcija

Kineska teorema o ostacima
Sistem kongruencija

x=al (mod mj)

x = a2 (mod m;)

X = a3 (mod m3)

X = ax (mod my)
ima reSenje ako NZD(m;, m;) | (ai—a;) za svei #j. Ako je x neko reSenje tog sistema, onda je opste resenje oblika
Xx=X+NZS(my,...my) - t, gdejet € Z



Dokaz za opsti slucaj (2022):

Indukcijom po n

bi: k=1

X = a1 (mod m3) dakle ova jednacina uvek ima reSenje i njeno opsSte reSenje je oblika: x =a; + mit, t €Z
ih: Tvrdenje vaZi za sistem sa k jednacina

ik: Pokazimo da tvrdenje vazi i za sistem sa k+1 jednacina

X = a1 (mod m;3)
i| (*)

X = ax (mod my)

X = a1 (Mod M)

Neka je x = xo + NZS(m1, my, ..., mg)*t t € Z reSenje sistema *
Xo + NZS(my, my, . m)*t = a1 (mod M)

NZS(m1, ma, ..., m)*t = a1 —Xo (Mod M)

Ova jednacina ima reSenje kada NZD( NZS(m1, my, ..., M), M1 ) | a1 — Xo
(Dokazujemo NZS( NZD(m1, mk«1), NZD(m3, Mk1), ..., NZD(mk, Misa) ) )
Dovoljno je pokazati da NZD(m;, mi1) | aksa—X%0  zasve i€({1,2,...,k}

Ako vazi NZD(m;, mi.1) |ai— ak1

ak+1— X0 = Aks1 — @ + @i — Xo NZD(mi, Mks+1) | aks1 — ai m; | ai—Xo

Ako NZD(m;, m;) | ai—a;zasvei,j€{1, 2, ..., k+l} i#]
Tada sistem od k+1 jednacina ima reSenje.

Neka je x” jedno reSenje sistema od k+1 jednacine:

x' = a3 (mod my) X = a1 (mod m;y)

X' = a; (mod m,) X = a2 (mod m3y)

X' = ake1 (Mod my.1) X = a1 (Mod M)

=>x' =x(modm;) i X" = x (mod ms1)

Ma|X-X" , Mz2|X-X" .... Mi1|Xx-X" => NZS(m1, my, ..., M) | X =X’

x-X' = NZS(ml, my, ..., mk+1)*t
x=x"+ NZS(ml, may, ..., mk+1)*t tez

Dokaz konkretni (2021):
Neka je m = mim;...my,

m m m
Mi=—=moms...my M; =—=mims...m, Mp=—=moms...Mn1
mi m2 mn

m; je uzajamno prosto sa mi, My, ..., Mi1, Mis, ..., My

=>NZD(m;, mj) =1zasvei€({], .., n}

pajel=p*mi+q*M;zasvei€{], ..., n}

Primetimo da je:

gMi=mi lzasvei€({], ..., n} giMi =m; 0 za sve j#i jer m;j| M;

Neka je:

X =a10:M1 + a2q2M; + ... + anqnM,,

X Zmi a101M1 + 22q2M3 + ... + 3i1Gi-iMi-1 + aiqiMi + @i+1Qis1Misa + ... + angnMy

X Emi ai

Dakle x jeste resenje sistema

Neka je xo ostatak pri deljenju x sa m, tj.

Xo=mX 1 0<xo<m

Tada je Xo =mi X =mi @i => Xo=miaiza svei € {1, ..., n} pa je xo reSenje sistema
Neka je x; proizvoljno resenje, tada je X1 =mi @i =miXo Pa Mi | Xi- Xoza svei € {1, ..., n}
Kako su mj, my, ..., mn U parovima uzajamno prosti

=>m| X1 — Xo tj. X1 =m Xo

X1=Xo+m*t,teZ



Cas 12
Ojlerova funkcija

nx1
@(n)={aeN|1<a<n,NZD(a, n)=1}
©(5)=11,2,3, 4}

Definicija

Neka je n > 1 prirodan broj. Sa ¢(n) oznacavamo broj prirodnih brojeva m tako da 1 < m < ni NZD(m, n) = 1.
Funkcija ¢ se naziva Ojlerova funkcija.

@(n)="7? p—prost broj

©(p) =?

d(p)=1{1,2,3, ..., p-1} => @(p) = p-1

@(p*)="?

NZD(a, p2) € {1, p, p?} za sve a€EN

1 2 3 .. p-1 p

p+l p+2 p+3 ... 2p-1 2p

p vrsta

p*-p+l p>-1  p?

NZD(a, p) = 1 akko NZD(a, p?) & {p, p?} akko p t a 1 2 3 e pl p
¢@(p?) = p(p-1) = p*-p = p*(1-1/p) p+l p+2 p+3 .. 2p-1 2p ) p"'vrsta
o(p")=? neEN

NZD(a, p") € {1, p, P, ..., P"} p pt p"

NZD(a, p") = 1 akko NZD(a, p") & {p, p? ..., p"} akko p t a @(p") =p"—p"t=p"p-1)=p"(1-1/p)

Tvrdenje

Neka sum, n > 1 prirodni brojevi takvi da je NZD(m, n) = 1. Tada je @(mn) = @(m)@(n).
Dokaz:

Neka je NZD(m, n) =1

pn(k) := ostatak pri deljenju k san, pn(k) €10, 1, ..., n-1}

Posmatrajmo funkciju:

F: d(mn) —> d(m) x d(n) definisanu sa F(a) = (pm(a), pn(a)) i pokazujemo da je bijekcija

1. Dali je F dobro definisano?

za a € ¢(mn) treba da pokaZzemo da pm(a) € d(m) i pn(a) € d(n)
NZD(a, mn)=1 => NZD(a,m)=1 i NZD(a,n)=1

a=mqg+r gdeje r=pm(@a) 0<r<m

1 =NZD(a, m) = NZD(m, r) = NZD(m, pm(a)) => pm(a) € d(m)

a=ngq+r gdeje r=pn(a) 0<r<n
1=NZD(a, n) = NZD(n, r) = NZD(n, pna(a)) => pn(a) € ¢(n)
F jeste dobro definisamo

2.Fje1-1

F(a)=F(b)=">a=b

(Pm(a), Pn(@)) = (Pm(b), pn(b))

Pm(a) = pm(b) => a=mb => mja-b

pn(@) =pn(b) =>a=,b => nla-b

Kako je NZD(m,n)=1 => a=mb tj mnla-b 0<a,b<mn
-mn<a-b<mn i mnl|a-b => a-b=0 tj a=b



3.Fjena

Neka (r, s) € d(m) x d(n)

Pokazujemo da postoji a € d(mn) td. F(a) =(r, s) odnosno (pm(a), pn(a)) = (r, s)
Posmatramo sistem:

XZmr | X=pS
Kako je NZD(m, n) = 1 Prema Kineskoj teoremi postoji a tdj:
O<a<mn i asmr i azps

Zasto a € p(mn)?
izaz=mr => NZD(r,m)=1 => NZD(a,m)=1 NZD(a, mn) =1
izaz=ns => NZD(s,n) =1 => NZD(a,n) =1 tj. a € p(mn)

| d(mn) | = [ d(m) | *[d(n) | tj @(mn)=qp(m)*@(n)

Posledica: Ako je n = pi* * p,*? ... p® ondaje @(n)=n(1-1/p1 )(1-1/p2) - - (1—1/px).

Neka je n > 1 prirodni broj. Skup {r1, ..., rn } prirodnih brojeva je potpuni sistem ostataka po modulu n ako je svaki
ceo broj konguentan po modulu n ta¢no jednom od brojeva r..

MoZemo primetiti da je r; nije kongruentno po modulu n broju rj, za i/=j. Jedan primer za potpuni sistem ostataka
po modulunije{0,1,2,...,n-1}.

Oilerova teorema

(Ojlerova teorema) Neka su a i n pozitivni prirodni brojevi, takvi da NZD(a, n) = 1. Tada vazi a¢™ = 1 (mod n).

Dokaz:

k=¢(n)
d(n)={ry, ry, ..., 1} i NZD(ri,n)=1zasvei€{l, .., k}
NZD(ri, n) =1 NZD(a, n) =1 => NZD(ar, n)=1 pa pn(ar) € ¢(n) (*)

Posmatramo a*r;

Nekaje Si=pn(ar) Pokazimodaje ¢(n)={Sy, S, ..., Sk}
Na osnovu (*) znamo da S; € ¢(n)

Potrebno je pokazatidaje Si#S; za i#j

Neka je Si=S;
pa(ari) = pa(arn)
n|ari—ar;

nla(ri—r) kakojeNzZD(a,n)=1 => n|ri—r

1<r, rji<n paje -n<ri—r<n

Slediri—rj=0 tj ri=r i=j

ari =n 51

ar; =n Sz

... ark=n Sx PomnoZimo

arimn* L *re=515..8  ri*R¥ltn = x0 SiFS*LL*S =X
a“*x=,x

Da bismo mogli da skratimo x mora vaziti da je NZD(n, x) = 1
NZD(n,r)=1zasvei€{1,..,k} => NZD(n, rir2..)=1 tj NZD(n,x)=1
akx =, x /x

a“=,

ael=1

Posledica: Mala Fermaova teorema: Ako je p prost broj tada je a® =, a

Dokaz:

1.pla 2. pta aolP =, 1
a=,0 NZD(a, p) = 1 Ojlerovom a*l=z,1/a
as,0 teoremom dobijamo: aP=;a

aP=,1



Bulove algebre

Uveo ih je DZordz Bul sredinom 19. veka.

Definicija

Algebarska strukturaB=(B, Vv, A,’, 0, 1), gde je B#(, 0, 1 € B, Y i A su binarne a’ je unarna operacija na skupu B,
je Bulova algebra ukoliko su zadovoljene sledece aksiome:

AL: XYy=yYX,

A2: X Ay=Yy AX,

A3:xY(yAzZ)=(XYYy)A(xY2),

Ad:xA(yYz)=(XxAy)Y(xAz),

AS5:xY 0=,
A6:xAl=x,
A7:xvx' =1,
A8:x AX' =0,
A9:0=#1

zasvakox,y,z €B.

Operacije Y, A i’ redom nazivamo bulovska disjunkcija, bulovska konjunkcija i bulovski komplement. Kada je u
nekom kontekstu jasno da se radi o bulovskim operacijama tada ih kra¢e nazivamo konjunkcija, disjunkcija i
komplement. Skup B nazivamo domen. Ukoliko je skup B konacan, tada je kazemo da je Bulova algebra B konacna,
inace kazemo da je beskonacna.

Primeri Bulovih algebri
Primer 1: (Prekidacka algebra) Algebarska struktura 2 = ({0, 1}, V, A, -, 0, 1), gde su operacije V, A i - definisane na
sledeci nacin je Bulova algebra.

v |0 1 Alo 1 - |
0 [0 1 0 [0 0 01
1|1 1 1|0 1 1|0

Ovako definisane operacije su, u stvari, logicka disjunkcija (V), logicka konjunkcija (A ) i negacija (-).

Primer 2: (Algebra partitivnhog skupa) Neka je X proizvoljan neprazan skup i P(X ) partitivni skup skupa X . Skup P(X)
zajedno sa operacijama unije, preseka i skupovnog komplementiranja (u

odnosu na skup X)) i istaknutim elementima @ i X gini Bulovu algebru P(X ) = (P(X ), U, n,c, @, X ).
Ako A, B, C € P(X ), jednakosti Bulove algebre

AlL: AUB=BUA,

A2: ANB=BnA,

A3:AU(BNC)=(AUB)Nn(AUC),

Ad:ANn(BUC)=(ANB)U(ANC),

A5:AUQ=A,

A6:ANX=A,

A7:AUA°=X,

AS: AN A= 0,

A9: X/= Q.

su poznati skupovni identiteti.

Princip dualnosti
Identiteti F1 i F> su dualni ako se identitet F, mozZe dobiti od identiteta F1 tako Sto se svako pojavljivanje operacije Y

zameni sa A, svako pojavljivanje operacije A zameni sa Y, svako pojavljivanje 0 zameni sa 1 i svako pojavljivanje 1
zameni sa 0.

Primer: Identiteti(x YY) Ay'=x i (xAy)Yy'=xsudualniidentiteti, kao i identiteti (x AO)A(1 VY X)=x"YO0 i
(xY1)Y(0OAX)=x"ALl.

Neka je d(Y, A,’, 0, 1) proizvoljan Bulov iskaz. Tada je (Y, A,’, 0, 1) teorema akko je (A, V,’, 1, 0) teorema.
Aksiome su dualne i princip dualnosti je direktna posledica toga.



Tvrdenje (osnovni zakoni Bulovih algebri)

U proizvoljnoj Bulovoj algebri B = (B, Vv, A,’, 0, 1) zasve X, y, z € B vaZe slededi identiteti:
1.0=1,1'=0;

2.XY X=X, X A x=Xx (zakon idempotecije);

x =2= xY0 =8= xV(xAX') =3= (XYX)A(XYX') ="=x Y x

x =8= xA1 == xA(xYX’) =*= (XAX)Y(XAX’) =8= (XAX)Y0 == xAX
3.XxY(XAy)=x XA (xYy)=x(zakon apsorpcije);

4. AkojexYy=1lixAy=0,tadajex=y"'. (jedinstvenost komplementa)
5. (x")" = x (zakon involucije);

6.XxY(yYz)=(xYy)Yz, xA(yAz)=(xAy) Az (zakon asocijativnosti);
7.xAy) =xXVYy’',(xvYy)=x"Ay'(De Morganovi zakoni)

Bulovo uredenje

Neka je struktura B = (B, Y, A,’, 0, 1) Bulova algebra. Na skupu B moZemo definisati relaciju parcijalnog uredenja na
slededi na¢in:  x <yakkox Ay=x

< je relacija poretka:

R: x € B x<x? xAx =x T na osnovu idempotencije

AS:x <y i y<x => x=y?

X=XAYy = yAX =y

T x<yiysz => x<x2?

XAy =X i yAz=y => xAz=x?

XAZ = XAYAZ = XA(YAZ) = XAy = X

Par (B, <) je parcijalno uredeni skup. Ukoliko je domen B konacan, Bulovu algebru B moZemo predstaviti graficki
pomocu Haseovog dijagrama.

Primer: Posmatrajmo Bulovu algebru: P({a, b, c}) = (P({a, b, c}), U, n,c, @, {a, b, c}).

Vazi daje P({a, b, c}) = {0, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, b, c}}. Na skupu P({a, b, c}) definisano je Bulovo uredenje
< sa:

A < Bakko A n B=A akko A € B.

Bulovu algebru P({a, b, c}) predstavljamo pomocu Haseovog dijagrama na sledeéi nacin:

{a, b, c}

{a, b} {a, c} {b, c}
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- ~

{a} {b} {c}
Primer: Na skupu D30={1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30} (tj. skupu delilaca broja 30), definisane su binarne
operacije nzs(x, y ) i nzd(x, y ), kao i unarna operacija 30/x, za sve x, y € B. Struktura
D30 = (D30, nzs, nzd, 30/, 1, 30) je Bulova algebra.Za sve x, y € D30, ispunjeni su slededéi uslovi:
Al:nzs(x,y)=nzs(y, x),
A2: nzd(x,y ) =nzd(y, x),
A3: nzs(x, nzd(y, z)) = nzd(nzs(x, y ), nzs(x, z)),
A4: nzd(x, nzs(y, z)) = nzs(nzd(x, y ), nzd(x, z)),
A5: nzs(x, 1) = x,
A6: nzd(x, 30) = x,
A7: nzs(x, 30/x) = 30,

A8: nzd(x, 30/x) =1,
A9: 1/=30.




Generalno, ukoliko je prirodan broj n proizvod razlicitih prostih brojeva i D, skup svih delilaca broja n, tada je
struktura D, = (Dn, Nnzs, nzd, n/, 1, n) Bulova algebra. Bulovo uredenje < na skupu D, definisano je sa:

x < y akko nzd(x,y ) =xakkox | y.

Haseovi dijagrami parcijalno uredenih skupova (Ds, |) i (D30, |). (De=1{1, 2, 3,6}i D30 ={1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30})
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Uredenje < je saglasno sa operacijama:

1. x < yondaje xAz < zAy 2.x<yondajexYz<yYz

Dokaz:vazi x<vy tj. XAy =y Dokaz:vazi x<vy tj. XAy =y

Dokazujemo xAy < yAz tj. (XAz)A(yAz) = xAz Dokazujemo xYz < yYz tj. (xYz)A(yYz)=xVYz
(XAZ)A(YAZ) = XAYAZAZ = XAz (xvz)A(yYz) = (XAy)YZ = XYz

Atomi

Definicija

Neka je B=(B, Y, A,’, 0, 1) proizvoljna Bulova algebra. Element a € B je atom ukoliko vazi sledede:

1)0<a;

2) ako postojiy E Btakvodaje0<y=<a,tadajey=0ilijey=a.

U generalnom slucaju, Bulova algebra ne mora da sadrzi atome. Ukoliko Bulova algebra ne sadrzi nijedan atom,
kazemo da je bezatomi¢na. Konaéne Bulove algebre uvek imaju atome. Sta vi$e, svaki element proizvoljne konaéne
Bulove algebre moze se predstaviti kao bulovska disjunkcija atoma.

Tvrdenje

NekajeB=(B, Y, A,’, 0, 1) konacna Bulova algebra, tada vaZi sledece:

1. Ako je x# 0i x € B, tada postoji atom a € B takavdajea < x.

2.Akojexz0ix€B,tadajex=Yv{a| aE€Bjeatomia=<x}

Dokaz 1:

Neka je xEB tada postoji element a € B tdj a < x Ako je x atom onda je a = x.

ako x nije atom onda postoj x’€B tdj O<x’<x ako je x’ atom onda a=x’ u suprotnom postoji X"’ € B tdj 0<x”’<x’<x
analiziramo x”’ i nastaljamo proces B je konacan skup pa se proces mora zavrsiti u konaéno mnogo koraka.

2. Neka je x€EB tada je x = {a| a€B atom i asx}

Neka je y = Y{a|a€B atom i a<x} PokaZimo dajey=x {a| a€B atomiasx}={as, ay, ..., ax}

y=aiYa;YasV..Yax i vaziaisx tj. aaivyx=azasvei€({l,..,k}

YAX=(a1Y a2Y aszY...Ya)Ax = (a1AX) Y (a2AX) V...V (akAX) = a1Ya,... Yak =y

=>y<X

PPS.y # x tj. da je y<x

Posmatrajmo element y’Ax y’Ax20 uvek vazi Pokazimodajey Ax>0

Ako bi bilo y’Ax = 0 tada bi

XAY = (XAy) Y 0 = (XAy) Y (XAY’) =xA(y Y Y') = xAl =x =>x<y Kontradikcija!

Dakle y’A x> 0 pa postoji atom c€B tdj c atomic <y’ A x

CAY'Ax=cC

CAY =(CAYAX)AY =CAXAY AY =cAXAY =c => cgy

CAX=(CAY AX)AX=CAY AXAX=CAY Ax=cCc => c2x

Kako jec<x, cjeatom=>c=ajzanekoiiz{l,...k}

cAy=aiA(a1YaV..YaV..Ya)=a=c => c<y

Zakljucilismodajec<sy ic<y: CAY =c CAy=c

c=cAc=(cAY)A(cAy)=cAcAy Ay=cA0=0 Kontradikcija c je atom pa ne moze biti0 Daklex =y



Izomorfizam Bulovih algebri
Haseovi dijagrami Bulovih algebri
P({a, b}) = (P({a, b}), U, n,C, @, {a, b}) i D6 = ({1, 2, 3, 6}, nzs, nzd, 6/, 1, 6)

{a, b}

/\ /\
\/ \/

Prethodna dva dijagrama su identi¢na (do na oznaku elemenata). Tabele operacija ovih Bulovih algebri razlikuju se
do na oznaku elemenata i oznaku operacija.

u | 0 {a} {b} {a, b} me [ 1 2 3 6
(1] 1} {a} {b} {a, b} 1 1 2 3 6
{a} {a} {a} {a,b} {a, b} — 2 2 2 6 6
{6} | {b} A{ab} {b} {a b} 303 6 3 6
{a, b} {a,b} {a,b} {a,b} {a, b} 6 6 6 6 6
N | 0 {a} {b} {a, b} m3g | 12 3 6
[ [ [ 0 [ 1 1 1 1 1
{a} 0 {a} 1] {a} — 2 1 2 1 2
{b} 0 0 {b} {b} 3 1 1 3 3
{a,b} | ® {a} {b} {a, b} 6 1 2 3 6
A | AC x | 6/x
0 {a, b} 1 6
{a} | {b} s 2| 3
by | {a} 3| 2
{a, b} @ 6 1

Izomorfizam Bulovih algebri

Definicija

Bulove algebre B=(B, Y, A,’, 0, 1) i B*=(B*, Y*, A*,”*, 0, 1*) su izomorfne ukoliko postoji bijekcija f : B > B* za koju
vazi:

Df(xvy)=Ff(x) v=f(y
2)f(x Ay )=f(x) A*f(y
3)f(x") =1 (x)™

za sve X, y € B. Izomorfizam Bulovih algebri B i Bx oznagavamo sa: B ~= B*.

Stonova teorema

AkojeB=(B, Y, A, 0, 1) konagna Bulova algebra tada postoji konagan skup S takav da je

B ~=P(S).

Dokaz:

Za svaku konacnu Bulovu algebru B = (B, v, A,’, 0, 1) postoji skup S takav da postoji preslikavanje f : B = P(S) koje je
bijekcija i za koju vaZi:

Dfxvy)=f(x)Uf(y)

2)f(xAy)=f(x)nfly),

3)f(x')=f(x)°=x\f(x)

Dokaz:

XEB S={a€B|ajeatomuB} x=Y{a€EB|ajeatomias<x}=aiYayV..Van

f(x) := {a1, az, ..., an}

1. f je homomorfizam

1) f(x vy)=F(x) Uf(y)?

aef(xvy)=>ajeatoma<sxVYy

aA(xvy)=

(@aAx)Y(aAy) izovadvasledi (aAx)Y(aAy)=a pamoravaziti aAx=a ili aAy=a

tj asx ili asy <=> a€f(x) ili a€ef(y) Dakle a € f(x) U f(y)

),
),




2) f(x Ay) =1f(x) U f(y)?

aef(xAy)=>ajeatomas<x Ay

aAxAy=a

asx i asy <=> a€f(x) i a€ef(y) Dakle a € f(x) N f(y)

3) f(x’) = X\ f(x)

a € f(x)

ajeatomiasx

Akoje a<x tadaje a=aAa=(@aAXx)A(aAx)=aAaAx Ax=aA0=0 Kontradikcijasa aje atom
Daklea>x paa/€ X\f(x)

2.fje “na”

NekaAS X A € P(X)

Da li postoji x € B tdj f(x) = A?
x={a|a€A}

A= {al, az, ..., ak}
X=a1YaY..Ya

A C f(x):

a€EA=>a=3 zanekoi€({l, .., k}
aiAXx=aA(arYaY..Ya=a
ai<Xx a jeatom a=a => a€f(x)

f(x) € A:

Neka b € f(x)

b je atomib<x

bAx=bA(@aYav..va)=(bAa)Y(bAa)V..v(bAal)=b
pazabarjednoi€{l,.. k}vazi(bAa) => b<a b, aatomi =224 p=3 €A

3.fje “1-1”

f(x) =fly) => x=y

Pokazimo da iz f(x) € f(y) => x<y:

pps: x/<y

postoji atoma<x i a/<y

=> a€f(x) i a/efly) =>f(x)/<S f(y) Kontradikcija jer jeste podskup
Dakle iz sledeca dva dobijamo

f(x) € f(y)=>x<y

fly) S f(x) =>y<x = x=y

Konacnu Bulova algebru moguce je konstruisati samo na skupovima koji imaju 2™ elemenatam, gde je m > 1.



